Université de Tlemcen
Département de Mathématiques 01/12/16
Analyse 1ll L2 MATH

CONTROLE CONTINU ( sujet et corrigé)

Exercice 01 : 06 pts
Etudier la nature et calculer éventuellement la somme des séries de terme général:
vn = 0,

24n+5 1 ; 1
Doy =T 2y = S 3w = ln(l + (~1)"sin m))
Exercice 02 : 05 pts

1) Développer en série entiére autour de 'origine la fonction In(1 — x) , préciser le rayon et le
domaine de convergence.

En déduire le développement en série entiére autour de I'origine la fonction f(x) = In (1+i)

. ) ) k |x|n+1
2) Soitx:|x| <1,a>0;b>0etR,(x)= Zk>n+1 —p jmontrer que IR, (x)| < et ATRD
2. 32n+1

T +oo 6 +oo 49 00
3) Veérifierque: In7 = X7 = 20 (T D)

Pour chacune des séries précédentes, trouver le plus petit entier n donnant une valeur
approchée de In7 a 10prés. Comparer les résultats et conclure.

Exercice 03 : 09 pts
l. Soit la suite de fonctions définies par f,(x) = 2" sinzx—n L XER,nEN.
1) Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (fn(x))ndans R.
2) Montrer que la convergence est uniforme sur tout intervalle[a, b] inclus dans R .
A . b b .
Vérifier que  limppo [, fu(X) dx = [ limyyo0fn(x) dx.
Il. On considere la série de fonctions de terme général

u,(x) = ln(cos(zin)) 0<x <% etn €N

1) Trouver le domaine de convergence D, de la série )50 U (X).

2) Montrer que la série ),,,50 U, (x) converge normalement sur tout intervalle[a, b] inclus
dans D,

3) Etablir que Vx € ]0 E[ cos (i) & , en déduire que la somme partielle :
q "2 2n Zsinzn q P
n sin2x T
Sn(x) = TP o, (x) = ln(—zn+1 : zin) vx e [0,%].

La somme S(x) = Y50 Un(x) est — elle une fonction continue sur D.?
4) Etudier la dérivabilité de la série Y},,5¢ U, (x) sur ]O,%[ , en déduire la somme de la série

Zn>0 tan( )VxE]O [



Le corrige

Exercice 01
nZ+n+5
1) (02pts) u, = T
i = i =0 <12 Ty OV
n?+n+5 n(n-1)+2n+5
YinzoUn = Lnso L Zn>OT Y2 T (n— 2), +Xns1 (n— 1), + 52n>0 o 8e

1
2)(02pts) vy = s Va2 iz

L'équivalentde X jsn42 : a I'aide de la comparaison avec l'intégrale telle que :

1

k2
1 . P . .

° f(x)=— x =>n+ 2 ,fest positive ,décroissante et continue .

+oo dx
* fn+2 f( ) Tl+2 xz [_ —]n+2 n+2
Alors v~ ————
n (n+2)ln(n+2)
_ 1 . . )
Ym0 i DIm D Yins2 ey Critére de comparaison avec l'intégrale :

. f(x)-;x x=>1 fest positive ,décroissante et continue .
o 70 = [y T = Inulfg = +oo
Alors Y55 M diverge d’ ol ),,5( Up diverge.
3) (02pts)w,, = In (1 + (=1)"sin (\/%))
In (1 + (—1)"sin (\/_)> = (—1D)"sin (\/_1) - (_12)211 sin? (\/%) +o0 (sin2 (\/%))
w, = (—1)"sin (\/W) — sin? (\/%) (E — 0(1)). 0(1) - 0,qdn - 4o

an bn

e a,=(1D"V, avecV, = sin(

1 V,, > 0 et(V,)est décroissante
\/n+1) et lim V, =0

n—+oo
° bn = sinz (\/%) <——O(1))~:

Y.a, estune série altérnée C.V et ), b, est une série divergente (b ~= ,C> 0)
Alors ), ,sowy, DV .

Exercice 02 : 05 pts
1) (02,5pts) Soit h(x) = In(1 —x); h'(x) = % = — Ys0X™ avec [x| < 1.
x‘l’l+1

Ainsi:h(x) — h(0) = [T h' () dt = = Tpso [y thdt = — Tpso f thdt = —Xnz0 o

avec |x| < 1 ,alors

Lt six=1 Zn>0 - diverge
In(1—x) =—),50—— avecR=1 i1
=Y n+1 . -1
six=-1 ano
Ainsi le domaine de convergence est D, = [—1,1]
De méme on déduit

m1+x) =n(1-(-x)) = —Tpso——

converge

( x)TL+1

n+1

( 1) nxn+1

- En>0 n+1

avec |—x|=lx| <1



o _ 14x) _ (~1)nxn+1 xn+1_ [(_1)n+1]xn+1_ 2x2n+1
Ainsi f(x) = In (1—x) = Ynzo n+1 + X0 n+1 =Xinz0 n+1 T4nz0 5p4q
Limsup, 1o~/ anl = lim M lazne1] =1 alors R =1.
n-+oo
xk xnt1 xt2
2) (0.75pt) |x|<1,a>0ethb>0 R,(x) =Yisn+1 P LS + TSy +
IR, () | < =P (1 4w+ Ix2 4 e ) = —
n — (an+a+b) (an+a+b)(1—|x|)
6 on (D "
3)(1,75pt) In7 = —In (1 — ;) = Zf“’m posant R, = Zk2n+17T le reste d’ordre n.
. ) _14x 3. oo 2. 32741 )
De méme si on pose 7=_— alorsx = - d’ou In7 = >0 D

Posant Rn(z) = Dksn+l = son reste d’ordren .

w

7(§)n+1 _(i)n+1
En utilisant 2) |Rn(1)| < .7:+1 < 1072 pour n= 22 et |Rn(2)| < % <1072 pourn= 4

On remarque que la série (2) converge plus rapidement que la série (1),alors il est préférable
d’utiliser la série (2) pour le calcul approché de In7 (et en général de In(n)) pour n> 1.

Exercice 03 : 09 pts
l. 1)(1.5pts)
e Convergence simple:
. o nein X _ 1 n X _
vx#0 lim f, x) = lim 2% sin o = lim 2" % = x.
lim f, (0)=0
n—-+oo
Alors Vx+E R limf, (x) =f(x) =x
n—-+oo
e Convergence uniforme sur R:
Ifs = £l = superl fu() = FGO| = suprep [x = 2"sin
Remarquons que pour
Xp = 2" (oux, = -2 ,(f — H(xy) =2"(1 F sinl) > +0 gdn - +o
alors ||f, = fll » 0= (f)nne converge pas uniformément sur R.

2)(1.5pts). Convergence uniforme sur [a, b] c R* :
Soit g(x) = f(x) — f(x) =x — Z"Sinzx—n x € [a,b]

gx)=1- coszin >0, Vx € [a,b],alors g est croissante d’ou
b
/o = FIl = supxe(ap)lgC)| = b — 2"sin 2 - 0
alors (fy)n converge uniformément sur [a,b].
lim [P £,GO) dx = lim [PomsinX dx = lim — 2% [cosi — cos—
n-+o Jg /n ;1—>+200 a on n-+oo n on| "
b“—a

. b
limy s [, fo(x) dx = = .
bZ_aZ

b b
J, limpofu(X) dx= [ xdx= -

et

Il. u,(x) =In (cos (Zx—n)) 0<«x <% etn €N



1) (1pt)Le domaine de convergence D, de la série }},,5¢ Uy (X):
e VYneN u,(0) =0 = u,(0) converge.
o Vxe]O,%[,VnEN,O<coszx—n<1 alors u,(x) <0,

x2 x? x2 n
x Jon x on x2 X, x2r1
cos~1—==,=In(cos)~—In{1—*=|~—r = ===

2 ~22"+1. 4n 2 \4

xZ

» 4_nz converge Vx € R =) —u,(x) converge = ), u, (x) converge.
Vs
Alors D, = [0, E[

b
2)Ap) Il ll = supxefas)lin ()] = Supseiap) —In (cos %) = —In (cos =)
En effet, coszin N\ [a, b] et In(y) 7 10,1].

b b?
—In (cos z_n) ~ oS Yllu, |l converge.

Alors la série Y,,50 U, (x) converge normalement sur tout intervalle[a, b] inclu dans D,.

. X
SNz =
3) (02pts) Vx € ]O,%[ d’aprés la relation : sin 2a = sina.cosa ;ona cos (x) 2

alors In (cos (zin)) =In (sin (25_1)) —In (sin (Zx—n)) —In2,et
Sn(x) = Xr—our(x) = X7 [ln (sin (2;{_1)) —In (sin (Zx—k)) — an].
S,(x) = In(sin2x) — In (sin (zin)) —(n+1Dn2=1In (Sizzx) —In (Znsin zin) =
In (%) Vx € ]O,%[.

S() = Zpzon(0) = lim $,(x) =In ().

2x

X
n -
2 2sin_g

e La fonction S est bien continue sur ]OE[ .
. s sin2x\ _ o _
. JICILI(I) S(x) —chl_r)r(l)ln( » ) =0 =S5(0).

Alors S est une fonction continuS e sur D..

(ou bien :comme il ya convergence normale(donc uniforme) tout intervalle[a, b] inclu dans [O,E[et

u, (x) est continue sur [0,%[ alors S I'est aussi.)

4) (02pts)
)
D)3xg: XpsoUn(x0) CV  déjavérifié dans 1)
iu',(x) = — zi" tan (zin) est continue sur ]O,g[
{ 1
(140001 = 2rean ()

n

O Brats N 0PI | 2 < (2)

k série géom. 0<q:212<1

Alors la série )50 v, (x) est dérivable sur]O,g[ et Yot n(0) = Crsoun () =(Sk))’

.. 1 x 2x  4xcos2x-—2sin2x 1 4
Ainsi : —tan (—) = . = 2ctan2x — - Vx € ]0 —[.
ano 2n 2n sin2x 4x2 x )




