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Exercicel. Par la fonction f:x — x2 définie sur R, déterminer:
£ (010, F(R), 7(— 1.2, F7(L.2D, F1 (=1 1)), F7H({3)). FHRAN),

Solution: Tracer la courbe représentative de la fonction f(z) = 2% dans un
repére orthonormé.
f ([0, 1]) est 'image directe de l'intervalle [0, 1] qui est une partie de l'axe des
abscisses. Les points qui se situent sur la courbe et qui ont pour abscisses les
valeurs dans [0, 1[ ont pour ordonnées les valeurs de [0, 1[. Donc f ([0, 1]) = [0, 1].
f(R) est I'image directe de R qui est tout ’axe des abscisses. Les points qui
se situent sur la courbe et qui ont pour abscisses les valeurs dans R ont pour
ordonnées les valeurs de [0, 4+o0[. Donc f (R) = [0, +o0].
f(J —1,2]) est 'image directe de | — 1,2[ qui est est une partie de I'axe des
abscisses. Les points qui se situent sur la courbe et qui ont pour abscisses les
valeurs dans | — 1, 2[ ont pour ordonnées les valeurs de [0,4[. Donc f (]—1,2[) =
[0, 4].
F71([1,2]) est 'image réciproque de I'intervalle [1,2[ qui est une partie de I’axe
des ordonnées. Les points qui se situent sur la courbe et qui ont pour ordonnées
les valeurs dans [1,2[ ont pour abscisses les valeurs dans | — v/2, —1] U [1, /2].
Donc f~1([1,2]) =] — v2, -1 U [1,/2].
f7Y([~1,1]) est I'image réciproque de l'intervalle [—1,1] qui est une partie de
I’axe des ordonnées. Les points qui se situent sur la courbe et qui ont pour
ordonnées les valeurs dans [—1,1] ont pour abscisses les valeurs dans [—1,1].
Donc f~1([-1,1]) = [-1,1].

~1({3}) est 'image réciproque du singleton {3} qui est une partie de I'axe des
ordonnées. Les points qui se situent sur la courbe et qui ont pour ordonnée la
valeur 3 ont pour abscisses —v/3 et v/3. Donc f “1({3}) = { V3, f}
f~1(R\N) est I'image réciproque de I’ensemble R\N qui est une partie de I’axe
des ordonnées. Les points qui se situent sur la courbe et qui ont pour ordonnées

les valeurs dans R\N (pour f(z) = 2%, R\N = RT\N = U::]k, k+1[) ont pour
abscisses les valeurs dans (U:_O(;} —VEk+1,—VE|) U(U:_OZ}\/E, VE+1[).

Exercice2. Soit f: E — F une application. Montrer:
a) VA, B des parties de E f(AUB) = f(A)Uf(B) et f(ANB) C
b) VA, B des parties de E f~Y(AUB) = f~Y{(A)Uf~Y(B) et f~
fTHA) N fH(B).

fF(ANS(B).
YANB) =

Solution: f est une application. Donc & tout élément x de F correspond une
seule image dans F.
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a) Montrons que VA, B des parties de E, f(AUB) = f(A)U f(B).

Dans ce cas montrons que VA, B des parties de E, f(AUB) C f(A)Uf(B), puis
montrons que YA, B des parties de E f(A)U f(B) C f(AU B). Commengons
par monter que f(AU B) C f(A)U f(B). Soit y € f(AU B). Il existe donc
x € AUB tel que y = f(z). Puisque z € AUB alors x € A ou z € B. Si
x € Aalors y € f(A) donc y € f(A)U f(B). Et si « € B alors y € f(B)
donc y € f(B)U f(A). Maintenant montrons que f(A)U f(B) C f(AU B). Soit
y € f(A)U f(B). Donc y € f(A) ouy € f(B). Siy € f(A) alors il existe z € A
tel que y = f(z). Ce z qui est dans A, il est aussi dans AUB donc y € f(AUB).
Maintenant siy € f(B) alors il existe z € B tel que y = f(z). Ce = qui est dans
B, il est aussi dans AU B donc y € f(AU B).

Montrons maintenant que VYA, B des parties de E, f(ANB) C f(A) N f(B).
Soit y € f(AN B). Il existe donc € AN B tel que y = f(x). Ce = qui est dans
AN B il est ala fois dans A et aussi dans B. x € A veut dire que y = f(x)
est dans f(A), et z dans B veut dire que y est dans f(B) donc y est clairement
dans f(A) N f(B).

b) Montrons que YA, B des parties de F, f~1(AUB) = f~Y(A)U f~1(B) et
FHANB) = S A N (B).

Soit x un élément de f~*(A U B). Ceci est équivalent a f(x) € AU B donc
f(x) € A ou f(x) € B, donc équivaut a dire que z € f~1(A) ou x € f~1(B)
cad. x € f~HA)U f~Y(B).

Montrons que VA, B des parties de F, f~Y(ANB) = f~Y(A)n f~Y(B). Soit =
un élément de f~1(A N B). Ceci est équivalent & f(z) € AN B donc f(z) € A
et f(z) € B, donc équivaut a dire que z € f~1(A) et x € f~Y(B) c.a.d. v €
1A f(B).

Exercice3. Soit f : E — F une application. Etablir:
VA€ P(E); AC f~1(f(A)) et VB e P(F); f(f~%(B)) C B.
P(E) et P(F) sont les ensembles de parties de E et de F respectivement.

Solution: Rappel: P(F) est ensemble de tous les sous ensembles de E. &
et E font partie de P(E). Un élément de P(E) est un sous ensemble de E ou
une partie de F.

Etablissons que VA € P(E); A C f~1(f(A)). Soit = € A. Le fait que f est une
apllication alors f(x) existe et f(z) € f(A). Donc x € f~ (f(A))

Etablissons que VB € P(F); f(f~Y(B)) C B. Soit y € f(f~1(B)). Il existe
donc = dans f~1(B) tel que y = f(z). © étant dans f~*(B), ceci nous donne
f(z) € B.Ory= f(z) douy € B.
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