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Equations différentielles théorie globale
Exercice1 (6pts)

Résoudre explicitement le probléme suivant,

/ _ 1 x2(1)
X (t) x(0)(1+12) ¢

x(0) =1
il s’agit d’une equation differentielle a variable séparable xe™"dx =

dt
1+

d’ou

- %e‘xz = arctan(¢) + C

la condition initiale x(0) = 1 permet de determiner C.

_ =1
e 2e

Dela,

x(t) = ‘/—ln(—2 arctan(?) + e”!) ;pour ¢ € (a,b)
avec a = tan(e™'/2 — 1/2)
La fonction f(¢,x) = x(11+12) e~ est continue et localement lipschitzienne en x,le th. de
Cauchy Lipshitz implique que c’est 'unique solution maximale du probléme.
Exercice 2 (6pts)

On considére le systeme différentiel suivant:
1){ x'(t) = Bt = 1)x(2) + (¢ = 1)y(2) .
V(&) = —(t+2)x(1) + (t = 2)y()
1. enremplacant (x,y) par (v,—y) dans (1) on obtient 2 fois I'’équation
w'(t) = 2ty (1)
Ce qui permet d’obtenir X;(¢) = (e, —e"

2. En cherchant la solution X, sous la forme X»(¢) = ¢(£)X,(¢) + (0,z(¢)), on
obtient le systéme

—p' (D" +z(1) = (1 - 2)=(1)
En ajoutant les 2 équations, on obtient z/(r) = (2t - 3)z(¢), d’ou
2(1) = z(0)e

{ o' (e’ = (t— 1)=(1)

Donc
o'(t) = (t—1)z(0)e™



et
0(1) = 0(0) +2(0)(E5Le - )
Comme X, (#) = (1,-1) ,X2(0) = (¢(0),—¢(0) +z(0)) on peut choisirp(0) et z(0)
tels que X (0) # X2(0) ( par exemple ¢(0) = 0 et z(0) = 1 = X»(0) = (0,1)) on
a alors
X:0) = (" (Ege = 3, e (Agie = Fy o)

3. Le systeme est linéaire et d’ordre 2 et X, X, sont linéairement
indépebdante donc forment une base de I'espace solution.

Exercice 3 (8pts)

/ 4

=—y+
1. Soit yo € R. Soit le probléme de Cauchy (P)4 > ~ 77 1 |
¥(0) = yo
ft,y) =+ %,est de classe C!,elle est donc localement lipshitzienne en y

uniformément par rapport a ¢. Le théoréme de Cauchy Lipshitz entraine
I'existence et I'unicité de solution maximale pour (P) , dont l'intervalle maximal
d’existence est ]a,b[ un voisinage de 0 (i.e a < 0 < b).

2. Soit le changement de fonction v(¢) = e'y(f) < v(t)e™ = y(¢),(P) s’écrit
alors:

N4
Y =vV'(e —v(t)e™ = —v(t)e™ + @(10+2) =V =

V([)4e—3t

1+12

et v(0) = y(0) = yo.

v verifie le probléme de Cauchy suivant

/ A3t
Vo=

(p)’ 1+£2 ,
v(0) = yo

3. L’équation intégrale vérifiée par v est,

t
v(s)4e—3s

v(t) = yo +J. S—ds
0

I+s
Celle vérifiée par y est alors,

t
4s 4 ,-3s
to(f) — e®y(s)te™
ey(t)—yo+‘([ [1s ds

qui s’écrit:

t
W(t) = ey + j ﬁds ............ (Forme integ.)
0

4. Soit Ttel que 0 < T < b. Supposons que pour tout ¢ € [0, 7] on ait |[y(¢)|< 1.

Enoncé du lemme de Gronwall, forme integrale : Soient u,f":
[t0;t1] » R*deux fonctions continues telles que, pour un certain C>0 on a:



u(t) < C+Iu(s)ﬂs)ds, YVt € [to;t1]
alors,

u(t) < Cexp([fl)ds), Vi e [to:11]

to

En prenant en considération [y(¢)|[< 1, V¢ € [0,7], (Forme integ.) permet
d’écrire

@] < elyol + [W(s)lds Ve e [0,7]
0
Gronwall entraine: | y(1)| < e-f[y0|exp(jds) = Iyol, V£ € [0, 7).
0

5. Si|yol< 1. La question précédante permet d’obtenir que |y(¢)|< 1 pour tout
t € [0,7], VT < b. Donc |[y(¢)|< 1 pour tout ¢ € [0,5[, par conséquent ,et en
faisant appel a la contraposée du th. d’explosion on obtient » = +oo.



