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Questions de cours et exemples d’application [07.50 pts]

1) fétant une fonction strictement convexe sur un esp. vect. E, montrer que si f admet, au moins, un minimum
dans E alors celui-ci est unique. (1pt)
2) Soitf:R - R
-x six<0

X > f =
(=) {—x/2 $i x>0

a) Montrer que f est convexe sur R. (1pt)
b) f admet-elle un minimum sur R ? Justifier. (1pt)

3) Dans R montrer que f(xi , x2) = X; +a.X; —1 est strictement convexe si o.>0 . Pour o> 0 trouver

ensuite son min dans R? (c.ad. résoudre min f(x)) et déterminer sa valeur optimale. (2.5pts)
xeR?

4) Montrer que la fonction convexe f: (X1, X2,X3) € R? = f(x;, X, , X3) = 2(X1 + X2+ x3)* +1 admet plusieurs
minima dans R3 . Trouver aussi sa valeur optimale. (2pts)

Exercice 1 [09.50 pts]
x*+b  six<0

Soit g une fonction de R dans R définie par g(x) = ¢ b si0<x<a .avecacR'etbeR
(x—a)’+b six>a

1) g est-elle continue sur R ? Justifier. (1pt)

2) g est-elle dérivable sur R ? Justifier. (1pt)

3) g est-elle deux fois dérivable sur R ? Justifier. (1pt)

4) Tracer le graphe de g lorsque a=1etb = 0. (1pt)

5) Montrer que si a =0 alors g est strictement convexe sur R. (1pt)

6) Montrer que si a > 0 alors g est seulement convexe sur R. (1pt)

7) Sur quel sous-intervalle de R g est strictement convexe (lorsque a > 0) ? (1pt)

8) Dans les deux cas (a = 0 puis a > 0) déterminer I’ensemble SO des solutions optimales du probléme
d’optimisation sans contraintes min g(x) . Déterminer ensuite la valeur optimale. (2.5pts)

xeR

Exercice 2 [3 pts]

Dans R2, on considére la fonction : f: (xi, x2) € R2 = f(x,, x2) = ¢ (xi + X)* +d, cetd étant deux
parametres réels.

1) Calculer la dérivée directionnelle d’ordrel de f au pt (x, x2) ds une direction quelconque h=(h;,h2) e R2,
Clest-a-dire calculer (f'(x,,x,),(h,,h,)), ou(.,.), désigneleproduitscalaireds R?. (1pt)

2) Trouver I’expression de la forme bilin€aire f >’(x;, X») représentant la dérivée directionnelle d’ordre 2
de f au pt (x1,X2) (c.ad. calculer f ”’(x1,x2) (h,k) Vh=(h,,h,),k =(k,,k,) € R?). (1pt)

3) Montrer que si le paramétre ¢ est strictement positif (¢ > 0) alors f est convexe sur R?* mais pas
strictement convexe sur R? et ceci Vd € R. (1pt)
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