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Epreuve finale de géométrie différentielle
Durée 1h30

Exercicel(5 points )

Montrer que l’ensemble S = {(ac, y,2) €ER3 1oy + w2+ 20+ 2y — 2 = O}
est une sous-variété de R au voisinage de 0. Donner l’équation du plan
tangent o cette sous-variété.

Correction:
Notons par f : R® — R, l’application définie, f(x,y,2) = zy + xz +
2r + 2y — z. f est différentiable et sa différentielle est donnée par

Df(z,y,2)=2+y+z,x2+2,2—1)=(2,2—1)+(y + z,2,2). Ce qui mon-
tre que si le point (x,y, z) est proche de 0 ( dans une boule B(0,7) centrée en
0 =(0,0,0) et de rayon r assez petit, il en est de méme du point (y + z, x, x)
) par conséquent la différentielle D f ne s’annule pas sur B(0, ). Ce qui mon-
tre que f est une submersion dans ce voisinage et donc S = f~1({0}) est
une sous-variété de R? ce voisinage de 0.

Exercice2 ( 7 points )

Soit f : R™ — R un polynome homogéne de degré o > 0 .

1) En dérivant f(Ax), montrer que

szaxz =af (z),Vx € R".

2) Montrer que si t € R*, alors Hy = f~1(t) est une sous-variété de R".
Correction

1) Comme f est un polynéome homogene de degré « ( cela signifie que
f(Azx) = X\*f(x) pour tout € R™) et en dérivant par rapport a A\, on obtient

n

Z ngj (A\z) = aX* 1 f (z).
i=1 !

Puisque le polynéme dérivé est homogeéne de dégré a — 1, on déduit




2) Pour que H; = f~1(t) soit une sous-variété de R™, il suffit que la
restriction de f a H; soit une submersion i.e. la différentielle D f(z) =

(a%- (:c)) 1<i<n soit de rang 1 ou encore que Df(z) # 0, Vo € R". Or s’il

existe z, € R" tel que Df(z,) =0 i.e. ggﬁ: (xo) = 0, par la relation (1), on
déduit que f(x,) =0 ( puique a # 0 ). Ce qui montre que z, ¢ Hy.
H; est donc unesous-variété de R™ de dimesion n — 1 est de classe C'°.
Exercice3 ( 8 points )

On considére la 1-forme a définie sur R? — {0} par

xdy — ydx
o=—"
z2 4+ y?

Soit ¢ : R? — R2, définie par ¢ (r,0) = (rcosf,rsin@).

a) Calculer ¢*a.

b) Calculer sur le cercle unité l'intégrale de la forme a.

¢) Montrer qu’il n’existe sur R? — {0} de fonction f de classe C' telle
que df = a.

d) Montrer que da = 0.

Correction
a) Nous avons

= g T = S dy) — -7 d
e ¢<x2+y2> s0<$2+y2)s0(y) w<x2+y2 ¢* (dz)
Il?OgO yOQO
= d (yop) — d (zoyp)

(wop)” + (you)? (wop)” + (yow)?
et puisque zop = rcosf et yop = rsind, alors d(xop) = d(rcosf) =
cos Odr — rsin0df et d (yop) = sin Odr + r cos 6d6

rcosf rsin 6

Yra = 5 (sin Odr + r cos 0d) — >

= df.

(cos @dr — rsin 6d6)

b) Notons par S! le cercle unité et par 7 la restriction de ¢ a S*

2 2m
/a:/ fy*a:/ do = 2r.
St 0 0

c) S'il existe sur R — {0} une fonction f de classe C* telle que df = «,
alors

2 2
/ o= / df = / if= [ f (@) ©0)d8 = f (7(2m)— f (1(0)) = 0
S1 S1 0 0

2



ce qui contredit (c).
d)

da =



