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Exercice1(5 points )
Montrer que l�ensemble S =

�
(x; y; z) 2 R3 : xy + xz + 2x+ 2y � z = 0

	
est une sous-variété de R3 au voisinage de 0. Donner l�équation du plan
tangent à cette sous-variété.

Correction:
Notons par f : R3 ! R, l�application dé�nie, f(x; y; z) = xy + xz +

2x + 2y � z: f est di¤érentiable et sa di¤érentielle est donnée par
Df(x; y; z)=(2 + y + z; x+ 2; x� 1) = (2; 2� 1)+(y + z; x; x). Ce qui mon-
tre que si le point (x; y; z) est proche de 0 ( dans une boule B(0; r) centrée en
0 = (0; 0; 0) et de rayon r assez petit, il en est de même du point (y + z; x; x)
) par conséquent la di¤érentielle Df ne s�annule pas sur B(0; r): Ce qui mon-
tre que f est une submersion dans ce voisinage et donc S = f�1(f0g) est
une sous-variété de R3 ce voisinage de 0:

Exercice2 ( 7 points )
Soit f : Rn ! R un polynôme homogène de degré � > 0 .
1) En dérivant f(�x), montrer que

nX
i=1

xi
@f

@xi
(x) = �f (x) ;8x 2 Rn:

2) Montrer que si t 2 R�, alors Ht = f�1(t) est une sous-variété de Rn.

Correction

1) Comme f est un polynôme homogène de degré � ( cela signi�e que
f(�x) = ��f(x) pour tout x 2 Rn) et en dérivant par rapport à �, on obtient

nX
i=1

xi
@f

@xi
(�x) = ����1f (x) :

Puisque le polynôme dérivé est homogène de dégré �� 1, on déduit
nX
i=1

xi
@f

@xi
(x) = �f (x) . (1)
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2) Pour que Ht = f�1(t) soit une sous-variété de Rn, il su¢ t que la
restriction de f à Ht soit une submersion i.e. la di¤érentielle Df(x) =�
@f
@xi
(x)
�
1�i�n soit de rang 1 ou encore que Df(x) 6= 0, 8x 2 Rn: Or s�il

existe xo 2 Rn tel que Df(xo) = 0 i.e. @f
@xi
(xo) = 0 , par la relation (1), on

déduit que f(xo) = 0 ( puique � 6= 0 ). Ce qui montre que xo =2 Ht.
Ht est donc unesous-variété de Rn de dimesion n� 1 est de classe C1.
Exercice3 ( 8 points )
On considère la 1-forme � dé�nie sur R2 � f0g par

� =
xdy � ydx
x2 + y2

Soit ' : R2 ! R2, dé�nie par ' (r; �) = (r cos �; r sin �) :
a) Calculer '��.
b) Calculer sur le cercle unité l�intégrale de la forme �:
c) Montrer qu�il n�existe sur R2 � f0g de fonction f de classe C1 telle

que df = �:
d) Montrer que d� = 0.

Correction
a) Nous avons

'�� = '�
�
xdy � ydx
x2 + y2

�
= '�

�
x

x2 + y2

�
'� (dy)� '�

�
y

x2 + y2

�
'� (dx)

=
xo'

(xo')2 + (yo')2
d (yo')� yo'

(xo')2 + (yo')2
d (xo')

et puisque xo' = r cos � et yo' = r sin �, alors d (xo') = d (r cos �) =
cos �dr � r sin �d� et d (yo') = sin �dr + r cos �d�

'�� =
r cos �

r2
(sin �dr + r cos �d�)� r sin �

r2
(cos �dr � r sin �d�)

= d�:

b) Notons par S1 le cercle unité et par 
 la restriction de ' à S1Z
S1
� =

Z 2�

0

�� =

Z 2�

0
d� = 2�.

c) S�il existe sur R2 � f0g une fonction f de classe C1 telle que df = �,
alorsZ
S1
� =

Z
S1
df =

Z 2�

0
df =

Z 2�

0
f 0 (
 (�)) 
0 (�) d� = f (
(2�))�f (
(0)) = 0
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ce qui contredit (c).
d)

d� = d

�
x

x2 + y2

�
^ dy � d

�
y

x2 + y2

�
^ dx

=
y2 � x2
x2 + y2

dx ^ dy � x
2 � y2
x2 + y2

dy ^ dx = 0:
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