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Questions de cours et exemples d’application [06 pts] 
 

1) A et B étant deux parties fermées d’un R_espace vectoriel normé E t.q.  A ⊂  B et f : E →  R étant une 
fonction continue sur E, on suppose aussi que f atteint son min dans A au pt xA et dans B en xB, montrer 
alors que f(xB) ≤  f(xA).  (1pt) 

2) f étant une fonction strictement convexe sur un esp. vect. E, montrer que si f admet, au moins, un minimum 
dans E alors celui-ci est unique. (1pt) 

3) Dans R2 montrer que f(x1 , x2) = 2
2

2
1 x2x +  est strictement convexe. Trouver ensuite son min dans R2 

(c.àd. résoudre )x(fmin
2Rx∈

). Quelle est sa valeur optimale ? (2pts) 

4) Montrer que la fonction convexe f : (x1 , x2) ∈ R2 → f(x1 , x2) = 2(x1 + x2)
2 +1 admet plusieurs minima 

dans R2 . Trouver aussi sa valeur optimale. Déterminer ensuite graphiquement S.O. c.àd. l’ensemble des 
solutions optimales du problème de minimisation de f sur R2 . (2pts) 

 
 

Problème  [14 pts] 

Dans Rn , on considère la fonction quadratique f  t.q. : f(x) = f(x1,…,xn) = cx,bx,Ax
2

1 +−  

où A est une matrice carrée nxn symétrique, b un vecteur de Rn et c un réel. 
1) Calculer gradf(x) et montrer que gradf(x) = Ax – b. (1pt) 
2) Calculer Hessf(x) et montrer que Hessf(x) = A. (1pt) 
3) Quelle condition doit-on imposer à A pour que f soit convexe ? Justifier. (1pt) 
4) Quelle condition doit-on imposer à A pour que f soit strictement convexe ? Justifier. (1pt) 
5) f étant strictement convexe, montrer qu’il est équivalent de chercher le min unique de f sur Rn ou de 

résoudre un système linéaire qu’il faudra préciser et dont on montre qu’il admet une solution unique 
(c.àd. qu’il est inversible). (2pts) 

6) f(x) = f(x1,…,xn) = ∑ ∑
= =

+
n

1i

n

1i
ii

2
ii xbxa où ai et bi (i = 1,…,n) sont des réels. 

a) Montrer que l’on peut écrire f sous la forme d’une fonctionnelle quadratique dont il faut préciser 
la matrice symétrique A, le vecteur b et la constante c. (2pts) 

b) Pour quelles valeurs de ai et de bi (i = 1,…,n) la fonction f est-elle convexe ? Justifier. (1.5pts) 
c) Pour quelles valeurs de ai et de bi (i = 1,…,n) la fonction f est-elle strictement convexe ? Justifier.(1.5pts) 
d) On pose ai = i2 et bi = 2 pour i = 1,…,n.  

d1. Montrer que, dans ce cas, f est strictement convexe sur Rn . (1pt) 
d2. Résoudre le problème d’optimisation sans contraintes (P) : )x(fmin

nRx∈
 et montrer qu’il admet  

      une solution optimale unique. (2pts) 
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