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Questions sur le cours [05.5 pts]
C étant un convexe fermé d’un R _espace de Hilbert E muni du produit scalaire < , > etde lanorme |.|=/(,.) ,

On définit,pour x € E, 'unique projection de meilleure approximation de x sur C (notée p(x)) par les deux pro-
priétés équivalentes suivantes : (i) p(x) € Cet |x-p(x)| = micn”x -y| (i) p(x) € Cet (p(x)-x,p(x)-y)<0VyeC
ye

1) Montrer que I’opérateur de projection p vérifie la propriété suivante : p o p =p. (1pt)
2) Montrer que I’opérateur de projection p est lipschitzien c. ad. Vx,y e E||p(x) -p(y)|| < ||x - y|| . (1pt)
Indication : Appliquer successivement (ii) a x et p(y) (p(y) € C) puis a y et p(x) (p(x)e C)

3) On suppose que C est, de plus, un cone dans E (C est un cone convexe fermé de E). Montrer alors que la
projection de m.a. d’un pt x € E sur C vérifie les deux propriétés suivantes :

3i) (x-p(x),p(x)) =0 et 3ii) (x-p(x),y)<OVyeC (2pts)
Rappel : C est un cone de E ssi, par déf., C vérifie la propriété suivante : x e C = VA >0Xix € C . Ceci dit,
on rappelle que 0, € C et C ne peut pas étre un sous-ensemble borné de E.

Indication : Utiliser la propriété (ii) de la projection de m.a. pour I’appliquer a des pts particuliers du cone C.
4) C étant toujours un cone convexe fermé de E, montrer alors que I’opérateur de projection de meilleure
approximation p de E sur C vérifie les propriétés suivantes :

a) VxeEVA>20 p(Ax)=2Ap(x). (0.5pt)
b) VxeE ||x||2 = ||p(x)||2 + ||X -p(x)”2 . (0.5pt)
¢) En déduire que Vx € E [x] > ||p(x). (0.5pt)

Indication : Vx € E 3!p(x) € C t.q. p(x) projection de m.a. de x sur C et appliquer 3i) et 3ii)az = Ap(x) € C a
la place de p(Ax ) qui vérifie, bien sir, 31) et 3ii) puisque p(Ax ) est proj. de m.a. de Ax € E sur C.

Exercice 1 [08 pts]
Dans R, on consideére la fonction f: x — f(x) = x*.
a) Calculer la dérivée directionnelle f ’(x) d’ordre 1 de f au pt x ds une direction quelconque he R. (1.5pts)
b) En déduire que f’(x) = 4x>. (0.5pt)
c) Trouver I’expression de la forme bilinéaire f*’(x) représentant la dérivée directionnelle d’ordre 2 de f
(c.ad. calculer f ’(x)hk V h,k € R). (1.5pts)
d) En déduire que f>’(x) = 12x°. (0.5pt)
e) En utilisant le thm de caractérisation de la convexité d’une fonction sur un convexe ds un esp de Hilbert
par la dérivée directionnelle du second ordre (voir rappell ci-dessous), montrer que f est convexe. (1pt)
f) En utilisant la propriété de stricte monotonie de f’ (opérateur de dérivation directionnelle du premier
ordre de f, voir rappel2 ci-dessous) montrer que f est strictement convexe. (1.5pts)
g) Montrer que I’on peut trouver 2 réels x et y t.q. x # yetf ’(x) (y-x, y-x) = 0. (1pt)
h) Que peut-on en conclure ? (0.5pt)

Rappell : E étant un R-esp. de Hilbert, U ouvert ds E et C convexe inclus ds U, alors si f: E — R est
deux fois dérivable (au sens de la dérivée directionnelle) ds U, on a les résultats suivants :
- festconvexesurC < Vx,yeC f"(x)(y-x,y-x)=0 .

- SivVx,yeCawvecx=yonaf"(x)(y-x,y-x)>0 alors f est strictement convexe.



Rappel2 : E étant un R-esp. de Hilbert, U ouvert ds E et C convexe inclus ds U, alors si f: E —> R est
une fois dérivable (au sens de la dérivée directionnelle) ds U, on a les résultats suivants :

- festconvexesurC < Vx,yeC (f'(x)-f'(y),x—y))>0 .

- fest strictement convexe < Vx,yeCavecx =y (f'(x)-f'(y),x—y))>0 .

Exercice 2 [06.5 pts]

Dans R2, on considére la fonction : f: (x;, X,) € R? = (X, X») = (X1 + X2)?

a) Vérifier que f € C” (R?). (0.5pt)

b) Calculer la dérivée directionnelle d’ordrel de f au pt (xi, X») ds une direction quelconque h=(h;,h2) e R2.
Clest-a-dire calculer (f'(x,,x,),(h,,h,)) ou(.,.) désigneleproduitscalaireds R?. (1.5pts)

¢) Trouver I’expression de la forme bilinéaire f*’(x,, x,) représentant la dérivée directionnelle d’ordre 2 de f
au pt (X1,X2) (c.ad. calculer f **(x1,x2) (h,k) Vh = (h,,h,),k =(k,,k,) € R?). (1.5pts)

d) Apres avoir calculé la valeur de la forme bilinéaire f*’(X) (y — X, y — X) ou X = (X1,X2) et y = (y1,y2) sont
deux pts arbitraires de R? , montrer que f est convexe. (1pt)

e) Utilisant la propriété de monotonie de f’ (deuxiéme tiret dans Rappel2 ci-dessus (Exercice 1)) montrer
que f n’est pas strictement convexe. (1pt)

f) Calculer la matrice hessienne de f au pt X = (x,x2) de R? ( Hessf(X) ) puis ses valeurs propres et confirmer
que f est bien convexe sur R? mais pas strictement convexe. (1pt)
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