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Exercice 1: (05pts) Soit A =

(

1 α
α 1

)

, α ∈ R. On pose 〈x, y〉α = 〈Ax, y〉 où

〈., .〉 est le produit scalaire usuel de R
2.

1. Pour quelles valeurs du réel α, 〈., .〉α définit-il un produit scalaire sur R2 ?

2. Prenons maintenant α = 1/2. Soit v =

(

1
0

)

. Représenter graphiquement

le vecteur v ainsi que son orthogonal v⊥ et ce, par rapport aux produit
scalaire 〈., .〉

1/2.

Exercice 2: (07pts) On considère H = L2([0, 1],R) muni de son produit
scalaire habituel

〈u, v〉 =

∫

1

0

u(x) v(x) dx

On donne
f(x) = ln x et g(x) = x ln x− x

1. Calculer 〈f, f〉 , 〈f, g〉 et 〈g, g〉.

2. Vérifier que f et g sont linéairement indépendantes.

3. On pose V = V ect {f, g} et soit h(x) = 1. Déterminer PV (h) la projection
orthogonale de h sur V .

Exercice 3: (08pts) Soit (H, 〈., .〉) un espace de Hilbert dans lequel est définie
une application linéaire S : H → H vérifiant:

SoS = S , 〈Sx, y〉 = 〈x, Sy〉 , ‖Sx‖ ≤ ‖x‖

Montrer que S est la projection orthogonale sur un sous-espace F que l’on
déterminera.








