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Département de Mathématiques
Durée: 90 mn

Rattrapage d�analyse numérique 2 (corrigé)

Exercice 1 (6 points)
Soient � 2 R; A 2M3(R) et b 2 R3 dé�nis par:

A =

0@ 1 �� 1
�� 2�2 ��� �2
1 ��� �2 1 + �2 + �4

1A ; b =
0@ 1

��
1 + �2

1A
1. Pour � 6= 0; résoudre Ax = b par la méthode d�élimination de Gauss.
2. Déduire det(A) et la factorisation A = LU:
3. Si b0 = (b1; b2; b3)t 2 R3; Résoudre Ax0 = b0 par la factorisation LU de A:
4. En déduire A�1:
Solution

1. On pose eA(1) = �A(1)...b(1)�

eA(1)=
0BB@ 1 �� 1

... 1

�� 2�2 ��� �2 ... ��
1 ��� �2 1 + �2 + �4

... 1 + �2

1CCA! eA(2)=
0BB@ 1 �� 1

... 1

0 �2 ��2 ... 0

0 ��2 �2 + �4
... �2

1CCA
! eA(3)=

0BB@ 1 �� 1
... 1

0 �2 ��2 ... 0

0 0 �4
... �2

1CCA
La remontée donne: x =

1

�2

0@ �2 + �� 1
1
1

1A
2. det(A) = det

�
A(3)

�
= 1� �2 � �4 = �6:

A = LU avec

L =

0@ 1 0 0
�� 1 0
1 �1 1

1A et U =

0@ 1 �� 1
0 �2 ��2
0 0 �4

1A
3. Ax = b0 , LUx = b0 ,

�
Ly = b0

Ux = y

Ly = b 0,

0@ 1 0 0
�� 1 0
1 �1 1

1A0@ y1
y2
y3

1A=
0@ b1
b2
b3

1A, y =

0@ b1
�b1 + b2
(�� 1)b1 + b2 + b3

1A
Ux = y ,

0@ 1 �� 1
0 �2 ��2
0 0 �4

1A0@ x1
x2
x3

1A=
0@ b1
�b1 + b2
(�� 1)b1 + b2 + b3

1A,
x =

1

�4

0@ (2�4 + �2 � 2�+ 1) b1 + (�3 + �� 1) b2 + (�� 1) b3
(�3 + �� 1) b1 + (�2 + 1) b2 + b3
(�� 1) b1 + b2 + b3

1A

1



4. Pour b0 = e1 =

0@ 1
0
0

1A ; x =
1

�4

0@ (2�4 + �2 � 2�+ 1)
(�3 + �� 1)
(�� 1)

1A
Pour b0 = e2 =

0@ 0
1
0

1A ; x =
1

�4

0@ (�3 + �� 1)
(�2 + 1)
1

1A
Pour b0 = e3 =

0@ 0
0
1

1A ; x =
1

�4

0@ (�� 1)
1
1

1A
D�où A�1 =

1

�4

0@ (2�4 + �2 � 2�+ 1) (�3 + �� 1) (�� 1)
(�3 + �� 1) (�2 + 1) 1
(�� 1) 1 1

1A
Exercice 2 (6 points)
Soit le système linéaire Ax = b;où A 2M3(R) et b 2 R3 sont donnés par:

A =

0@ � 0 
0 � �
0 � �

1A ; b =

0@ 1
2
3

1A ;
1. Ecrire la méthode itérative de Jacobi sous la forme d�un système itératif (expression des
itérés) pour résoudre le système linéaire Ax = b.
2. Fournir une condition nécessaire et su¢ sante (sur les paramètres intervenants dans A)
a�n que la méthode de Jacobi converge.
3. Ecrire la méthode itérative de Gauss-Seidel sous la forme d�un système itératif (expression
des itérés) pour résoudre le système linéaire Ax = b.
4. Fournir une condition nécessaire et su¢ sante (sur les paramètres intervenants dans A)
a�n que la méthode de Gauss-Seidel converge.
Solution
1. Pour � 6= 0; la méthode de Jacobi appliquée au système donné s�écrit:8><>:
x
(k+1)
1 = (1� x(k)3 )=�
x
(k+1)
2 = (2� �x(k)3 )=�
x
(k+1)
3 = (3� �x(k)2 )=�

k = 0 ; 1 ; 2 ; : : :

2. La condition nécessaire et su¢ sante de convergence de la méthode de Jacobi est �(BJ) < 1:

A = D � L� U avec D =

0@ � 0 0
0 � 0
0 0 �

1A ; L =

0@ 0 0 0
0 0 0
0 �� 0

1A et U =

0@ 0 0 �
0 0 ��
0 0 0

1A
BJ= D

�1(L+ U ) =
1

�

0@ 0 0 �
0 0 ��
0 �� 0

1A= � 1
�
B

det(BJ � �I) = det(�
1

�
B � �I) = � 1

�3
det(B + �I) avec � =

1

�
�:

det (BJ��I ) = 0 , det (B + �I ) = 0

det (B + �I ) =

������
� 0 
0 � �
0 � �

������= �(�2���)
Les valeurs propres de B sont:
�1 = 0; �2 =

p
��; �3 = �

p
�� si �� � 0

et

2



�1 = 0; �2 = i
p
���; �3 = �i

p
��� si �� < 0

On déduit alors les valeurs propre de BJ :

�1 = 0; �2 =
1

�

p
��; �3 = �

1

�

p
�� si �� � 0

et
�1 = 0; �2 = i

1

�

p
���; �3 = �i

1

�

p
��� si �� < 0

Le rayon spectral de BJ est �(BJ) =
1

�

p
j��j

�(BJ) < 1 ,
1

�

p
j��j< 1

En conclusion, la méthode de Jacobi converge si et seulement si
1

�

p
j��j < 1 et � 6= 0:

3. Pour � 6= 0; la méthode de Gauss-Seidel appliquée au système donné s�écrit:8><>:
x
(k+1)
1 = (1� x(k)3 )=�
x
(k+1)
2 = (2� �x(k)3 )=�

x
(k+1)
3 = (3� �x(k+1)2 )=�

k = 0 ; 1 ; 2 ; : : :

2. La condition nécessaire et su¢ sante de convergence de la méthode de Gauss-Seidel est
�(BGS) < 1:

A = D � L� U avec D =

0@ � 0 0
0 � 0
0 0 �

1A ; L =

0@ 0 0 0
0 0 0
0 �� 0

1A et U =

0@ 0 0 �
0 0 ��
0 0 0

1A
BGS=(D � L)�1U =

0@ 0 0 � 1
�


0 0 � 1
�
�

0 0 1
�2
��

1A
det (BGS��I ) =

������
�� 0 � 1

�


0 �� � 1
�
�

0 0 1
�2
�� � �

������= �2( 1�2�� � �)
Les valeurs propres de BGS sont:
�1= �2= 0 ; �3=

1
�2
��

Le rayon spectral de BGS est �(BGS) = 1
�2
j��j

�(BGS) < 1 , 1
�2
j��j< 1

En conclusion, la méthode de Gauss-Seidel converge si et seulement si 1
�2
j��j < 1 et � 6= 0:

Exercice 3 (4 points)

On considère la matrice A" =
�
1 + " 1
1 1 + "

�
; " > 0:

1. Calculer le conditionnement de A" pour la norme1: Pour quelles valeurs de "; la matrice
A" est-elle bien conditionnée? mal conditionnée?
2. Pour " = 2; utiliser la méthode de Jacobi pour calculer les valeurs propres et les vecteurs
propres de A2:
Solution
1. cond1(A) = kAk1 kA�1k1
Or kAk1 = 2 + " et A�1" =

1

"2 + 2"

�
1 + " �1
�1 1 + "

�
) kA�1k1 =

1

"2 + 2"
(2 + ") =

1

"
:

D�où cond1(A) =
1

"
(2 + ") = 1 +

2

"
:

Pour "! 0+;la matrice A est mal conditionnée, pour " loin de 0 (par exemple pour " � 1)
la matrice A est bien conditionnée.

3



2. A2 =
�
3 1
1 3

�
� =

�

4
) R =

 p
2
2

p
2
2

�
p
2
2

p
2
2

!
) D = RtAR =

�
2 0
0 4

�
:

Les valeurs propres de A sont �1 = 2 et �2 = 4; les vecteurs propres associés sont respec-
tivement

v1 =

 p
2
2

�
p
2
2

!
et v2 =

 p
2
2p
2
2

!
:

Exercice 4 (4 points)
Soit f une fonction de classe C3 sur R; k-lipschitzienne. On dé�nit l�équation di¤érentielle
automone x0(t) = f(x(t)) et on lui associe le schéma numérique à un pas suivant:�

xn+1 = xn + h�(xn; h)
�(x; h) = 1

6
f(x) + 2

3
f(x+ h

2
f(x)) + 1

6
f(x+ hf(x+ hf(x)))

i) Véri�er que le schéma est convergent.
ii) Montrer que le schéma est d�ordre supérieur ou égal à 3.
Solution
i) Consistance
�(x ; 0 ) =1

6
f (x )+2

3
f (x )+1

6
f (x ) = f (x )

d�où le schéma est consistant.
Stabilité
j�(x; h)� �(y; h)j �1

6
jf(x)� f(y)j+2

3

��f(x+ h
2
f(x))� f(y + h

2
f(y))

��
+1
6
jf(x+ hf(x+ hf(x)))� f(y + hf(y + hf(y)))j

sachant que f est k-lipschitzienne alors,
j�(x; h)� �(y; h)j � 1

6
k jx� yj+ 2

3
k
��x+ h

2
f(x)� y � h

2
f(y)

��+
1
6
k jx+ hf(x+ hf(x))� y � hf(y + hf(y))j
�
�
k + 1

3
hk2 + 1

6
hk2 + 1

6
h2k3

�
jx� yj

D�où
j�(x; h)� �(y; h)j �

�
k + 1

2
h�k2 + 1

6
h�2k3

�
jx� yj ; 8h 2 ]0; h�] :

La fonction � est alors lipschitzienne par rapport à x et de ce fait le schéma est stable.
Conclusion
Le schéma est consistant et stable il est alors convergent.
ii) Ordre du schéma
Tout d�abord le schéma étant consistant, il est d�ordre supérieur ou égal à 1.
De plus,
@�

@h
(x ; h) =1

3
f (x )f 0(x+h

2
f (x ))+1

6
[f(x+ hf(x)) + hf(x)f 0(x+ hf(x))] f 0(x + hf (x + hf (x )))

)@�
@h
(x ; 0 ) =1

3
f (x )f 0(x )+1

6
f (x )f 0(x ) =1

2
f (x )f 0(x ) =1

2
f [1](x ):

@2�

@h2
(x ; h) =1

6
f 2(x )f 00(x+h

2
f (x ))+1

6
f (x )f 0(x + hf (x ))f 0(x + hf (x + hf (x )))+

1
6
f (x )f 0(x + hf (x ))f 0(x + hf (x + hf (x ))) + hf 2(x )f 00(x + hf (x ))f 0(x + hf (x + hf (x )))+
1
6
[f(x+ hf(x)) + hf(x)f 0(x+ hf(x))]2 f 00(x + hf (x + hf (x ))

)
@2�

@h2
(x; 0) = 1

6
f 2(x)f 00(x) + 1

6
f(x) (f 0(x))2 + 1

6
f(x) (f 0(x))2 + 1

6
f 2(x)f 00(x)

= 1
3
f 2(x)f 00(x) + 1

3
f(x) (f 0(x))2 = 1

3
f [2] (x)

Donc le schéma est au moins d�ordre 3.
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