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Exercice 1 :

Soient F le point (0,0,1) de R3 et H le plan d’équation z = —1. On pose
S ={M € R3:distance de M A F = distance de M a }}
1. Montrer que I'ensemble S est défini par une équation de la forme z = f(x,y)
gu’on explicitera.
2. Donner une paramétrisation réguliere de S.
3. Calculer, en chaque pointp € S, la premiere forme fondamentale I, de S.

Exercice 2 :

On considere I'ellipsoide € d’équation x2 + y? + 5z2 = 1.
1. Montrer qu’une représentation paramétrique ¢: [0,2n[ X ]0,t[ — &€ de
X = cosusinv

I'ellipsoide est donnée par : { Y = SIusInv

1
Z = —=C0Sv

V5
2. Calculer I'aire de la surface €.
3. Les courbures principales, en un point p de £, sont-elles strictement
positives ?
Exercice 3:

Soit S= {(x,y,z) ER3z2—x?—y2 =1}
1. Trouver une paramétrisation de S.
2. Donner I'expression d’un vecteur normal unitaire en tout point.
3. Déterminer les courbures principales, moyenne et de Gauss en tout point de
S.
4. Calculer les symboles de Christoffel de la surface paramétrée S.

Baréme : Exercice 1: 6pts Exercice 2: 7pts  Exercice 3: 7pts

Bon counage
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Exercicel:

Soient F' le point (0,0,1)de R? et H le plan d’équation z = —1.

On pose S = {M € R3 telque : distance de M & F' = distansce de M a H}

1. Montrer que l'ensemble S est défini par une équation de la forme z = f(x,y) qu’on
explicitera.

Soit M = (z,y,2) € R*, ladistance de M a F est donnée par: dy (M, F) = \/x2 +y2 4 (2 — 1)
et celle de M & H est définie par: do(M,H) = |z + 1.

Comme, par hypothese, di (M, F) = dy(M, H), alors: 22 +y? + (2 — 1) = (z+1)*. Ce qui
donne z = }1(1‘2 +y?). D’ou f(z,y) = }l(xQ +?).

2. Donner une paramétrisation réguliére de S.

On parametre la surface S par

X, v) = <u,v, i(qﬁ + 1)2))

La différentielle de y en un point (u,v) de U C R? est donnée par la matrice

1 0
0 1
1 1
U =U
2 2

donc elle est toujours de rang 2. Cette représentation est donc réguliére.

3. Calculer, en chaque point p € S, la premiére forme fondamentale I, de S.

le plan tangent a S en un point p € S est engendré par les vecteurs y,, et x, ou les dérivées
premiéres du paramétrage sont:

*101 t *011
X'u,* aa2u qu;* 112U

Dans cette base, les coéfficients de la premiére forme fondamentale sont donnés par:

1 1 1
E=x,X,=1+ Zu2, F=x,X,= el et G=x, X, =1+ ZU2

d’ot, la matrice de la premiere forme fondamentale est:

1
1+ -u? =
I —|—4u T
’ : 14 22
1w i



Exercice 2:

On considére l'ellipsoide E d’équation 2 + 3% + 5z = 1.

1. Montrer que p(u,v) = (cosusin v, sin usin v, f cosv) avec (u,v) € 0,27 x |0, 7| est une
paramétrisation réquliere de E.

2
On a bien (cosusinv)® + (sinusinv)® + 5 (\fcosv> = sin?v + cos?v = 1. De plus, La

différentielle de ¢ en un point (u,v) de |0, 27[ x |0, 7| est donnée par la matrice

—sinwusinv COS U COS U

cosusinv  sinwucoswv

1 .
0 ———sinwv

V5

—sinusinv cosucosv
cosusinv  sinu cosv

donc elle est toujours de rang 2, par exp: det ( ) # 0. Cette

représentation est donc réguliere.
2. Calculer laire de la surface E.
le plan tangent est engendré par les vecteurs ¢, et ¢, o: ¢, = (—sinusin v, cosusin v, 0)

1
et ¢, = | cosucosv,sinucos v, —% sinv | . Dans cette base, la matrice de la premiére
E F sin” v 0
forme fondamentale est = 9 1., . L’élément de volume
F G 0 cos®v+ o sin”v

1
est: VEG — F2dudv = E sinvy/1 + 4 cos? vdudv.

L’aire de Iellipsoide est donc
A[E] = / / —s1nvv1+4cos2 vdudv
v=0Ju=

1
= / 731nvx/1+4cos2 vdv = 7;/ V1 + 4t2dt
v=0 t=—1

En utilisant le changement de variable 2t = shf, on obtient le calcul de primitive

1
1 1
= (simhfcoshd+6) = (215\/1 Y42+ In <2t FVIT 4t2))

1 1 1/1
/\/1+4t2dt = E/coshQQ dQ:Z/ (cosh(20)—|—1)d0:—<§sinh(29)+9>

Par conséquent, laire de F est: A |E| =
, 5= 7 ~
3. Les courbures principales en un point p de E sont-elles strictement positives?

Soit p = ¢(u,v) un point de la surface, le plan tangent au point p est engendré par {p,, v, }

1(2\/S+1n(2+\/5)):ﬂ'<2+M>

1 1 1
A, = | ——= cosusin® v, ——=sin usin? v, — sin v cos v | de norme ||z, A z,|| = —= sin vv/1 + 4 cos? v.
oo = (- - | A ]| = g sy
VAN
On obtient le vecteur normal N (u,v) = Pulio (— cos usin v, — sin u sin v, —/5 cos v).

lu A @ull  V1+ 4dcos2o



La 2éme forme fondamentale /1, est définie par la matrice symétrique ( Tfl m )

q
Ou = N.(¢,)u, m=N.p,, et ¢= N.p,,. Oncalcule (¢,), = (— cosusinv, —sinusinv,0),
1
Oup = (—sinucosv,cosucosv,0) et ¢, = | —cosusinv, —sinusinv, 7 cosv) .
2
sin” v 1
Doiul=———=,m=0etqg=

V1+4cos2v’ V1+4cos?v

Et maitenant, I'opérateur de forme S, a pour matrice

1 sin? v
~1 in? ¥ V1 + 4cos? !
_]p I, = sng v 5 +4cos®v 1
dcos?v + 1 ! V1+4cos?v
1
_— 0
_ V1+4cos?v .
0 — =
(4dcos?v+1)2
Par conséquent, les courbures principales sont
1 )
ki=———=>0et kg = ——5 >0
\/1+4COSZU (4(:052/1}—’_1)5

Exercice 3.

Soit S = {(z,y,2) € R® 2% — 22 —y? = 1}.

1. Trouver une paramétrisation de S.

On paramétre la surface S par x : R? — R3 définie par: x(u,v) = (shu cosv, shusinv, chu).
2. Donner expression d’un vecteur normal unitaire en tout point.

Soit p = z(u,v) un point de la surface, le plan tangent au point p est engendré par {x,, x,}
ou z, = (chucosv, chusinv, shu) et x, = (—shusinv, shu cos v, 0).

Donc z, A w, = (—sh?ucosv, —sh*usinv, chushu) de norme ||z, A z,| = shuv/ch2u. On
obtient le vecteur normal

Ty N\ Ty 1

B |20 A 4| B veh2u

3. Déterminer les courbures principales, moyenne et de Gauss en tout point de S.
les coéfficients de la premiére forme fondamentale sont donnés par:

N(u,v) (—shu cosv, —shusin v, chu)

E =22, =ch2u, F = 2,1, =0 et G = x,.2, = sh*u

ch2u 0 )

d’ot, la matrice de la premiére forme fondamentale est: I, = ( 0 shiu

On calcule

(2y)u = (shucosv, shusinv, chu) , x,, = (—chusinv, chucosv,0) et x,, = (—shucosv, —shusinv,0)

d’ou 'on tire les coéfficients de la deuxiéme forme fondamentale: | = ——, m = 0 et

2 VA ch2u’
sh*u
1= v/ ch2u’




Donc, la matrice de la deuxiéme forme fondamentale est: 11, = v chu shu
0

L’opérateur de forme S, a pour matrice

1 1
0 0
171[[ — ch2u V ch2u
p 11p 0 1 0 sh?u
sh?u Veh2u
1
3 0
_ (ch2u)?
1
0
Veh2u
. o 1
Par conséquent, les courbures principales sont k; = - et ky =

(ch2u)? Veh2u
1

Le calcul de la courbure de Gauss K est immédiat, K = kq.ky =

(ch2u)?

1 h?
La courbure moyenne H est: H = —— (ki + k) = v

2 (ch2u)
4. Calculer les symboles de Christoffel de la surfacesparamétrée S.
Soit S la surface paramétrée par z(u,v) = (shu cosv, shusinv, chu).

3
2

e Les dérivées premiéres du paramétrage:

x, = (chucosv, chusinv, shu) etz, = (—shusinv, shu cos v, 0)

e Les symboles de Christoffel: On a F, = 2sh2u, F, = F, = F, = G, = 0 et G, = sh2u,
donc

1
v\ (B FN'( BN\ | F5s © sh2u
r)  \F G F,—1iE, ] 0 1 0
sh2u
w -1, L 0 0
re, F G 1G, 0 1 ~sh2u
sh?u 2
-1 1 —1
r~\ (EF F,=3¢.\ | 790 © — sh2u
() = (Fa) (") (=)
sh?u




