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Exercice 1 :  
 
Soient � le point �0,0,1� de ℝ� et ℋ le plan d’équation 
 = −1. On pose  
 = �� ∈ ℝ�: ��������	��	�	à	� = ��������	��	�	à	ℋ� 

1. Montrer que l’ensemble 
 est défini par une équation de la forme 
 = ���, �� 
qu’on explicitera. 

2. Donner une paramétrisation régulière de 
. 
3. Calculer, en chaque point  ∈ 
, la première forme fondamentale !" de 
. 

 
Exercice 2 :  
 
On considère l’ellipsoïde ℰ d’équation �$ + �$ + 5
$ = 1. 

1. Montrer qu’une représentation paramétrique ': (0,2*( × ,0, *( ⟶ ℰ de 

l’ellipsoïde est donnée par :		.� = cos 2 sin 5� = sin 2 sin 5
 = 6√8 cos 5
9  

2. Calculer l’aire de la surface ℰ. 
3. Les courbures principales, en un point   de ℰ, sont-elles strictement 

positives ? 
 
Exercice 3 :  
 
Soit   
 = 	 ���, �, 
� ∈ ℝ�; 
$ − �$ − �$ = 1	�. 

1. Trouver une paramétrisation de 
. 
2. Donner l’expression d’un vecteur normal unitaire en tout point. 
3. Déterminer les courbures principales, moyenne et de Gauss en tout point de 
. 
4. Calculer les symboles de Christoffel de la surface paramétrée 
. 

 
 
 
 
 
 
Barème : Exercice 1: 6pts     Exercice 2: 7pts     Exercice 3: 7pts 
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Exercice1:
Soient F le point (0; 0; 1)de R3 et H le plan d�équation z = �1.
On pose S = fM 2 R3 telque : distance de M à F = distansce de M à Hg
1. Montrer que l�ensemble S est dé�ni par une équation de la forme z = f(x; y) qu�on
explicitera.

SoitM = (x; y; z) 2 R3 , la distance deM à F est donnée par: d1(M;F ) =
q

x2 + y2 + (z � 1)2,
et celle de M à H est dé�nie par: d2(M;H) = jz + 1j :
Comme, par hypothèse, d1(M;F ) = d2(M;H), alors: x

2 + y2 + (z � 1)2 = (z + 1)2. Ce qui
donne z =

1

4
(x2 + y2): D�où f(x; y) =

1

4
(x2 + y2):

2. Donner une paramétrisation régulière de S.
On paramètre la surface S par

�(u; v) =

�

u; v;
1

4
(u2 + v2)

�

La di¤érentielle de � en un point (u; v) de U � R2 est donnée par la matrice
0

B

@

1 0
0 1
1

2
u
1

2
v

1

C

A

donc elle est toujours de rang 2. Cette représentation est donc régulière.
3. Calculer, en chaque point p 2 S, la première forme fondamentale Ip de S:
le plan tangent à S en un point p 2 S est engendré par les vecteurs �u et �v où les dérivées
premières du paramétrage sont:

�u =

�

1; 0;
1

2
u

�

et �v =

�

0; 1;
1

2
v

�

:

Dans cette base, les coé¢cients de la première forme fondamentale sont donnés par:

E = �u:�u = 1 +
1

4
u2, F = �u:�v =

1

4
uv et G = �v:�v = 1 +

1

4
v2

d�où, la matrice de la première forme fondamentale est:

Ip =

0

B

@

1 +
1

4
u2

1

4
uv

1

4
uv 1 +

1

4
v2

1

C

A

1



Exercice 2:
On considère l�ellipsoïde E d�équation x2 + y2 + 5z2 = 1:
1. Montrer que '(u; v) = (cos u sin v; sin u sin v; 1

p

5
cos v) avec (u; v) 2 ]0; 2�[� ]0; �[ est une

paramétrisation régulière de E:

On a bien (cosu sin v)2 + (sin u sin v)2 + 5
�

1
p

5
cos v

�2

= sin2 v + cos2 v = 1: De plus, La

di¤érentielle de ' en un point (u; v) de ]0; 2�[� ]0; �[ est donnée par la matrice
0

B

B

@

� sin u sin v cosu cos v
cosu sin v sin u cos v

0 � 1p
5
sin v

1

C

C

A

donc elle est toujours de rang 2, par exp: det

�

� sin u sin v cosu cos v
cosu sin v sin u cos v

�

6= 0. Cette

représentation est donc régulière.

2. Calculer l�aire de la surface E:
le plan tangent est engendré par les vecteurs 'u et 'v où: 'u = (� sin u sin v; cosu sin v; 0)
et 'v =

�

cosu cos v; sin u cos v;� 1p
5
sin v

�

. Dans cette base, la matrice de la première

forme fondamentale est

�

E F

F G

�

=

 

sin2 v 0

0 cos2 v +
1

5
sin2 v

!

: L�élément de volume

est:
p
EG� F 2dudv = 1p

5
sin v

p
1 + 4 cos2 vdudv:

L�aire de l�ellipsoïde est donc

A [E] =

Z �

v=0

Z

2�

u=0

1p
5
sin v

p
1 + 4 cos2 vdudv

= 2�

Z �

v=0

1p
5
sin v

p
1 + 4 cos2 vdv =

2�p
5

Z

1

t=�1

p
1 + 4t2dt

En utilisant le changement de variable 2t = sh�, on obtient le calcul de primitive

Z p
1 + 4t2dt =

1

2

Z

cosh2 � d� =
1

4

Z

(cosh (2�) + 1 ) d� =
1

4

�

1

2
sinh (2�) + �

�

=
1

4
(sinh � cosh � + �) =

1

4

�

2t
p
1 + 4t2 + ln

�

2t+
p
1 + 4t2

��

Par conséquent, l�aire de E est: A [E] =
�p
5

�

2
p
5 + ln

�

2 +
p
5
��

= �

 

2 +
ln
�

2 +
p
5
�

p
5

!

3. Les courbures principales en un point p de E sont-elles strictement positives?

Soit p = '(u; v) un point de la surface, le plan tangent au point p est engendré par f'u; 'vg
'u^'v =

�

� 1p
5
cosu sin2 v;� 1p

5
sin u sin2 v;� sin v cos v

�

de norme kxu ^ xvk =
1p
5
sin v

p
1 + 4 cos2 v.

On obtient le vecteur normalN(u; v) =
'u ^ 'v
k'u ^ 'vk

=
1p

1 + 4 cos2 v

�

� cosu sin v;� sin u sin v;�
p
5 cos v

�

.

2



La 2ème forme fondamentale IIp est dé�nie par la matrice symétrique

�

l m

m q

�

.

Où l = N:('u)u, m = N:'uv et q = N:'vv. On calcule ('u)u = (� cosu sin v;� sin u sin v; 0) ;
'uv = (� sin u cos v; cosu cos v; 0) et 'vv =

�

� cosu sin v;� sin u sin v;� 1p
5
cos v

�

.

D�où l =
sin2 vp

1 + 4 cos2 v
; m = 0 et q =

1p
1 + 4 cos2 v

.

Et maitenant, l�opérateur de forme Sp a pour matrice

I�1p IIp =

0

B

@

1

sin2 v
0

0
5

4 cos2 v + 1

1

C

A

0

B

B

@

sin2 vp
1 + 4 cos2 v

0

0
1p

1 + 4 cos2 v

1

C

C

A

=

0

B

B

@

1p
1 + 4 cos2 v

0

0
5

(4 cos2 v + 1)
3

2

1

C

C

A

Par conséquent, les courbures principales sont

k1 =
1p

1 + 4 cos2 v
> 0 et k2 =

5

(4 cos2 v + 1)
3

2

> 0

Exercice 3.
Soit S = f(x; y; z) 2 R3; z2 � x2 � y2 = 1g.
1. Trouver une paramétrisation de S:
On paramètre la surface S par x : R2 �! R

3 dé�nie par: x(u; v) = (shu cos v; shu sin v; chu).
2. Donner l�expression d�un vecteur normal unitaire en tout point.

Soit p = x(u; v) un point de la surface, le plan tangent au point p est engendré par fxu; xvg
où xu = (chu cos v; chu sin v; shu) et xv = (�shu sin v; shu cos v; 0).
Donc xu ^ xv = (�sh2u cos v;�sh2u sin v; chushu) de norme kxu ^ xvk = shu

p
ch2u. On

obtient le vecteur normal

N(u; v) =
xu ^ xv
kxu ^ xvk

=
1p
ch2u

(�shu cos v;�shu sin v; chu)

3. Déterminer les courbures principales, moyenne et de Gauss en tout point de S.
les coé¢cients de la première forme fondamentale sont donnés par:

E = xu:xu = ch2u, F = xu:xv = 0 et G = xv:xv = sh
2u

d�où, la matrice de la première forme fondamentale est: Ip =

�

ch2u 0
0 sh2u

�

:

On calcule

(xu)u = (shu cos v; shu sin v; chu) ; xuv = (�chu sin v; chu cos v; 0) et xvv = (�shu cos v;�shu sin v; 0)

d�où l�on tire les coé¢cients de la deuxième forme fondamentale: l =
1p
ch2u

, m = 0 et

q =
sh2up
ch2u

,

3



Donc, la matrice de la deuxième forme fondamentale est: IIp =

0

B

B

@

1p
ch2u

0

0
sh2up
ch2u

1

C

C

A

L�opérateur de forme Sp a pour matrice

I�1p IIp =

0

B

@

1

ch2u
0

0
1

sh2u

1

C

A

0

B

B

@

1p
ch2u

0

0
sh2up
ch2u

1

C

C

A

=

0

B

B

@

1

(ch2u)
3

2

0

0
1p
ch2u

1

C

C

A

Par conséquent, les courbures principales sont k1 =
1

(ch2u)
3

2

et k2 =
1p
ch2u

.

Le calcul de la courbure de Gauss K est immédiat, K = k1:k2 =
1

(ch2u)2

La courbure moyenne H est: H = �1
2
(k1 + k2) =

ch2u

(ch2u)
3

2

:

4. Calculer les symboles de Christo¤el de la surfacesparamétrée S:

Soit S la surface paramétrée par x(u; v) = (shu cos v; shu sin v; chu).

� Les dérivées premières du paramétrage:

xu = (chu cos v; chu sin v; shu) etxv = (�shu sin v; shu cos v; 0)

� Les symboles de Christo¤el: On a Eu = 2sh2u;Ev = Fu = Fv = Gv = 0 et Gu = sh2u,
donc

�

�u
u

�v
u

�

=

�

E F

F G

�

�1� 1

2
Eu

Fu � 1

2
Ev

�

=

0

B

@

1

ch2u
0

0
1

sh2u

1

C

A

�

sh2u
0

�

�

�uuv
�vuv

�

=

�

E F

F G

�

�1� 1

2
Ev
1

2
Gu

�

=

0

B

@

1

ch2u
0

0
1

sh2u

1

C

A

 

0
1

2
sh2u

!

�

�uvv
�vvv

�

=

�

E F

F G

�

�1�

Fv � 1

2
Gu

1

2
Gv

�

=

0

B

@

1

ch2u
0

0
1

sh2u

1

C

A

 �1
2
sh2u

0

!

Ce qui donne

�

�u
u

�v
u

�

=

�

sh2u
ch2u

0

�

;

�

�uuv
�vuv

�

=

�

0
chu
shu

�

et

�

�uvv
�vvv

�

=

�

� sh2u
2ch2u

0

�

:
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