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Exercice 1 :   07 points  

Soit  𝐹: ℝ5 → ℝ2 𝑡𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑞𝑢𝑒   𝐹 =  𝑓1, 𝑓2  avec 

                               
𝑓1 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑣 = 2𝑥2𝑒𝑢𝑧 + 3𝑣 1 + 𝑦 + 5𝑥2𝑦3 + 𝑧2

𝑓2 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑣 = 𝑒−𝑢 𝑥2 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥6𝑦3  − 𝑣𝑦 − 𝑧       
  

   On considère le système  𝑆   d’équations : 𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑣 =  0,0  
1. Montrer que  l’on peut résoudre le système 𝑆  par rapport à  𝑢, 𝑣 en fonction de  𝑥, 𝑦, 𝑧   

dans un voisinage du point  1,0,1,0, −1 . 

2. On pose  𝑢, 𝑣 =  𝜙 𝑥, 𝑦, 𝑧  ,montrer que 𝜙 est de classe C1 et calculer sa matrice jacobienne 
Au point 1,0,1 . 

3. Soit  𝜑:  ℝ2 →  ℝ2 𝑡𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑞𝑢𝑒  𝜑 =  2𝑥2 − 3 1 + 𝑦 + 5𝑥2𝑦3  ,   𝑥2 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥6𝑦3 + 𝑦  .                     
Montrer que 𝜑 est un  C1 - difféomorphisme local au voisinage du point  1,0 , 𝑒n déduire qu’il existe 

𝑟 > 0   𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒  le système :    
2𝑥2 − 3 𝑦 + 5𝑥2𝑦3 = 𝛼

𝑥2 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥6𝑦3 + 𝑦 = 𝛽
         

admet une solution unique ∀ 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐷  2,1 , 𝑟 . 

4. Est-ce que 𝜑 est un  C1 – difféomorphisme local dans  ℝ2?   est-il un difféomorphisme  
global de  ℝ2 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝜑  ℝ2     ? 
 

Exercice 2 : 05 points 

On donne pour  𝑥, 𝑦 ∈ ℝ ,  Γ 𝑥 =  tx−1+∞

0
e−tdt   et 𝛽 𝑥, 𝑦 =  𝑡𝑥−1 1 − 𝑡 𝑦−1𝑑𝑡

1

0
  

1. Déterminer les  domaines de définition de 𝛽(𝑥, 𝑦) et  𝑑𝑒 Γ 𝑥  . 

2. Calculer    𝑐𝑜𝑠𝜃 2𝑥−1 𝑠𝑖𝑛𝜃 2𝑦−1𝑑𝜃
𝜋

2
0

  pour  𝑥 > 0 𝑒𝑡 𝑦 > 0 . 

3. Vérifier que Γ 𝑥 = 2  u2x−1+∞

0
e−u2

du  et écrire  Γ 𝑥  Γ 𝑦 sous forme d’une intégrale 

double. 

4. Etablir  que Γ 𝑥  Γ 𝑦 = limR→+∞  𝑓 𝑢, 𝑣 𝑑𝑢𝑑𝑣
DR

  où DR =   𝑢, 𝑣   ∈ ℝ2: 𝑢2 + 𝑣2 ≤ 𝑅2      

en déduire que  𝛽(𝑥, 𝑦)  = 
Γ 𝑥  Γ 𝑦 

Γ 𝑥+𝑦 
. 

 
Exercice 3: 08 points 

1. Soit D =   𝑥, 𝑦  ∈ ℝ2: 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1    , calculer l’intégrale double :  

    𝐼 =     1 −  𝑥2 + 𝑦2  𝑢2       𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

  pour  𝒖 =  𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 puis  𝒖 =  𝟐−𝒙𝟐 − 𝒚𝟐. 

Dans ℝ3 , on  considère  le corps U limité inférieurement par la surface 𝑆1  du cône d’équation : 

𝑧 =  𝑥2 + 𝑦2  et  supérieurement par la surface 𝑆2   de l’hémisphère d’équation: 𝑧 =  2−𝑥2 − 𝑦2. 

2. Calculer   𝑑𝑦𝑑𝑧 +  1 −  𝑥2 + 𝑦2  𝑧2    𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑆+     où  𝑆+est la face extérieure de la surface 

fermée limitant le domaine U. Retrouver le résultat en appliquant la formule d’Ostrogradski-
Gauss. 

3. Soit C le cercle formé par l’intersection 𝑆1 ∩ 𝑆2. 

Calculer   𝑦 − 𝑥 − 𝑧 
𝐶+ 𝑑𝑥 +  2𝑥 + 𝑧2 𝑑𝑦 + 𝑦3𝑥𝑧 𝑑𝑧  le long de C parcouru dans le sens 

positif, retrouver le résultat en appliquant la formule de Stokes. 

 

  (𝑂𝑛 𝑑𝑜𝑛𝑛𝑒   Γ 
1

2
  =  𝜋    )                               

Bon courage !                                                                                                                
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Corrigé de l’épreuve finale d’ Analyse IV   
 

Exercice 1 :   07 points 

   𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑣 =  0,0    
𝑓1 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑣 = 2𝑥2𝑒𝑢𝑧 + 3𝑣 1 + 𝑦 + 5𝑥2𝑦3 + 𝑧2 = 0

𝑓2 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑣 =    𝑒−𝑢 𝑥2 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥6𝑦3  − 𝑣𝑦 − 𝑧 = 0      
  

On pose    X =  𝑥, 𝑦, 𝑧   et Y= 𝑢, 𝑣 . 𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑣 = 𝐹 𝑋, 𝑌 . 

1. On applique le T.F.I  à la fonction F au  voisinage du point  1,0,1,0, −1  : 

 F 1,0,1,0, −1  =  0,0  
 F est de classe C1 car ses deux composantes sont de classe C1. 

 Det  𝐽𝑌𝐹 1,0,1,0, −1  = 
2 3

−1 0
 = 3 ≠ 0 

D’après le T.F.I on peut résoudre le système par rapport à Y. 

2. D’après 1,   ∃𝑉 𝑢𝑛 𝑣𝑜𝑖𝑠𝑖𝑛𝑎𝑔𝑒 𝑜𝑢𝑣𝑒𝑟𝑡 𝑑u point 1,0,1  , 𝑊 𝑢𝑛 𝑣𝑜𝑖𝑠𝑖𝑛𝑎𝑔𝑒 𝑜𝑢𝑣𝑒𝑟𝑡 𝑑u point 0,1   et  

𝜙 ∶ 𝑉 → 𝑊 de classe C1 telle que 𝐹 𝑋, 𝜙 𝑋  =  0,0  ∀𝑋 ∈ 𝑉 , 

  𝑢, 𝑣 =  𝜙 𝑥, 𝑦, 𝑧  et    𝜙 1,0,1 =  0,1   

 𝐽𝑋  𝜙 1,0,1 = −  𝐽𝑌𝐹 1,0,1,0, −1  
−1

.  𝐽𝑋𝐹 1,0,1,0, −1  

                                                           =−
1

3
 

0 −3
1 2

  
4 −3 2
2 1 −1

 = −
1

3
 
−6 −3 3
6 −1 0

  

3.  𝜑:  ℝ2 →  ℝ2 𝑡𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑞𝑢𝑒  𝜑 =  2𝑥2 − 3 1 + 𝑦 + 5𝑥2𝑦3  ,   𝑥2 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥6𝑦3 + 𝑦  .                     

 𝜑  est de classe C1 car ses deux composantes sont de classe C1. 

 det 𝐽𝜑 1,0   =  
4 −3
2 1

 = 10 ≠ 0 

4. Alors 𝜑′  est inversible et de de classe C1  ,ainsi c’est un  C1 - difféomorphisme local au 

voisinage du point  1,0  ie     ∃𝑉 𝑢𝑛 𝑣𝑜𝑖𝑠𝑖𝑛𝑎𝑔𝑒 𝑜𝑢𝑣𝑒𝑟𝑡 𝑑u point 1,0  et 

𝑊 = 𝐷  −1,1 , 𝑟   𝑟 > 0 𝑢𝑛 𝑣𝑜𝑖𝑠𝑖𝑛𝑎𝑔𝑒 𝑜𝑢𝑣𝑒𝑟𝑡 𝑑u point −1,1      tels  que : 

   𝜙 ∶ 𝑉 → 𝑊  est une bijection   

  
2𝑥2 − 3 𝑦 + 5𝑥2𝑦3 = 𝛼

𝑥2 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥6𝑦3 + 𝑦 = 𝛽
  𝜑 𝑥, 𝑦 =  𝛼 − 3, 𝛽  … .     (∗)   

L’équation  ∗ admet une solution unique dans V,   𝑠𝑖   𝛼 − 3, 𝛽 ∈ 𝑊  . 

ie :  𝛼 − 3 + 1 2 +  𝛽 − 1 2 < 𝑟2  ou bien  𝛼, 𝛽 ∈ 𝐷  2,1 , 𝑟  

5. 𝜑 n’est pas un  difféomorphisme local dans  ℝ2 𝑐𝑎𝑟 𝑖𝑙 𝑛𝑒 𝑙′𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑎𝑠 𝑝𝑜𝑢𝑟  les points 
 0, 𝑦  ∀𝑦 ∈  ℝ     , en effet  det 𝐽𝜑 0, 𝑦   = 0 . On déduit aussi qu’il n’est pas un 
difféomorphisme  global de  ℝ2 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝜑  ℝ2  . 
( On remarquera aussi que 𝜑n’est pas injective 𝜑 −𝑥, 𝑦 = 𝜑 𝑥, 𝑦  alors ce n’est un 
difféomorphisme global). 
 

Exercice 2 : 05 points 

  Γ 𝑥 =  tx−1+∞

0
e−tdt =  𝑓 𝑡 

+∞

0
dt   et 𝛽 𝑥, 𝑦 =  𝑡𝑥−1 1 − 𝑡 𝑦−1𝑑𝑡

1

0
=  𝑔 𝑡 𝑑𝑡

1

0
 

5. Γ 𝑥 =  𝑓 𝑡 
1

0
dt       

I1

+   𝑓 𝑡 
+∞

1
dt       

I2

  et    𝛽 𝑥, 𝑦   =  𝑔 𝑡 
1

2
0

dt       
I1

+  𝑔 𝑡 
1

1

2

dt
       

I2

 

 Domaine de définition 𝑑𝑒 Γ 𝑥   

 
𝑓 𝑡 ~ 

𝑣 0 1

𝑡1−𝑥
 , 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 I1cvge si x > 0 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛 𝑖𝑙 𝑑𝑣𝑔𝑒 .

lim
𝑡→+∞

𝑡2𝑓 𝑡 = 0,    𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠    I2cvge ∀ x ∈ R.
        

Alors Γ 𝑥  est définie   ∀x > 0. 

 Domaine de définition 𝑑𝑒  𝛽 𝑥, 𝑦   : 

 
 
 

 
 𝑔 𝑡 ~ 

𝑣 0 1

𝑡1−𝑥
 , 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 I1cvge si x > 0 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛 𝑖𝑙 𝑑𝑣𝑔𝑒 .

𝑔 𝑡 ~ 
𝑣 1 1

 1 − 𝑡 1−𝑦
 , 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 I2cvge si y > 0 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛 𝑖𝑙 𝑑𝑣𝑔𝑒 

     

Alors 𝛽 𝑥, 𝑦   est définie    ∀ 𝑥, 𝑦 : x > 0 𝑒𝑡 𝑦 > 0. 



 

6.     𝑐𝑜𝑠𝜃 2𝑥−1 𝑠𝑖𝑛𝜃 2𝑦−1𝑑𝜃
𝜋

2
0

  = 
𝑢=𝑠𝑖𝑛 2𝜃

1

2
  1 − 𝑢 𝑥−1𝑢𝑦−1𝑑𝑢

1

0
=

1

2
𝛽 𝑥, 𝑦    . 

7.  Γ 𝑥 =  tx−1+∞

0
e−tdt = 

t=u2

2  u2x−1+∞

0
e−u2

du   

  Γ 𝑥  Γ 𝑦 = 4  u2x−1+∞

0
e−u2

du  v2y−1+∞

0
e−v2

dv = 4   u2x−1+∞

0

+∞

0
v2y−1e−(u2+v2)dudv 

4. Γ 𝑥  Γ 𝑦 =   limR→+∞ 4  u2x−1v2y−1e−(u2+v2)𝑑𝑢𝑑𝑣
DR

  où 

DR =   𝑢, 𝑣  ∈ ℝ2: 𝑢2 + 𝑣2 ≤ 𝑅2     

  Γ 𝑥  Γ 𝑦 = limR→+∞ 4    𝑐𝑜𝑠𝜃 2𝑥−1 𝑠𝑖𝑛𝜃 2𝑦−1 dθ    r2x+2y−1e−r2R

0

π

2
0

dr  

           =  𝛽 𝑥, 𝑦 2.  r2 x+y −1+∞

0
e−r2

𝑑𝑟 = 𝛽 𝑥, 𝑦 . Γ 𝑥 + 𝑦  

on déduit que  𝛽(𝑥, 𝑦)  = 
Γ 𝑥  Γ 𝑦 

Γ 𝑥+𝑦 
. 

Exercice 3: 08 points 
1.  

 𝒖 =  𝒙𝟐 + 𝒚𝟐  , 𝐼1 =    1 −  𝑥2 + 𝑦2  2   𝑑𝑥𝑑𝑦 =  𝑑𝜃
2𝜋

0
  1 − 𝑟4 

1

2
1

0𝐷
𝑟𝑑𝑟 = 

                                 = 
𝜋

2
 𝑢−

1

2 1 − 𝑢 
1

2
1

0
𝑑𝑢 =  

𝜋

2
𝛽(

1

2
,

3

2
) = 

𝜋2

4
    . 

 𝒖 =  𝟐−𝒙𝟐 − 𝒚𝟐, 𝐼2 =     1 −  𝑥2 + 𝑦2   2 − 𝑥2 − 𝑦2   𝑑𝑥𝑑𝑦 =  𝑑𝜃
2𝜋

0
  1 − 𝑟2 𝑟𝑑𝑟 =

𝜋

2

1

0𝐷
 

2. On pose  𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 1    𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑧 =  1 −  𝑥2 + 𝑦2  𝑧2 

 𝐽 =  𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑅𝑑𝑥𝑑𝑦 =  (𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝑅
𝑆𝑆+ 𝑐𝑜𝑠𝛾)𝑑𝑠  =   𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝑅𝑐𝑜𝑠𝛾 𝑑𝑠 +   𝑐𝑜𝑠𝛼′ + 𝑅𝑐𝑜𝑠𝛾′ 𝑑𝑠

𝑆2𝑆1
. 

Soit  𝑛  1 𝑐𝑜𝑠𝛼, 𝑐𝑜𝑠𝛽, 𝑐𝑜𝑠𝛾   ,  𝑛    2 𝑐𝑜𝑠𝛼′, 𝑐𝑜𝑠𝛽′, 𝑐𝑜𝑠𝛾′  les vecteurs normaux respectifs aux 
surfaces 𝑆1 et 𝑆2.               

 
 

 𝑆1: 𝑧 −  𝑥2 + 𝑦2 = 0 , 𝑑𝑠 =  1 +
𝑥2

𝑧2 +
𝑦2

𝑧2 𝑑𝑥𝑑𝑦 =  2𝑑𝑥𝑑𝑦, 𝑐𝑜𝑠𝛼 =
𝑥

𝑧 2
  𝑐𝑜𝑠𝛾 = −

1

 2

 𝑆2: 𝑧 −  2−𝑥2 − 𝑦2 = 0, 𝑑𝑠 =  1 +
𝑥2

𝑧2 +
𝑦2

𝑧2 𝑑𝑥𝑑𝑦 =
 2

𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑦, 𝑐𝑜𝑠𝛼′ =

𝑥

 2
, 𝑐𝑜𝑠𝛾′ =

𝑧

 2

    

La projection de chacune des surfaces sur le plan z = 0  est le domaine D. 

  (𝑐𝑜𝑠𝛼 +   1 −  𝑥2 + 𝑦2  𝑧2𝑐𝑜𝑠𝛾)  𝑑𝑠 =  
𝑥

 𝑥2+𝑦2
    𝑑𝑥𝑑𝑦 −

𝐷
   1 −  𝑥2 + 𝑦2  2   𝑑𝑥𝑑𝑦 =

𝐷𝑆1
  

= 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃     
0

 𝑟𝑑𝑟
1

0

2𝜋

0
−  𝐼1 = − 𝐼1    

 

  (𝑐𝑜𝑠𝛼 ′ +  1 −  𝑥2 + 𝑦2  𝑧2𝑐𝑜𝑠𝛾)𝑑𝑠 =
𝑆2

 
𝑥

 2−𝑥2−𝑦2
    𝑑𝑥𝑑𝑦 +

𝐷
 

  1 −  𝑥2 + 𝑦2   2 − 𝑥2 − 𝑦2   𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

= 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃     
0

 
𝑟2

 2−𝑟2
𝑑𝑟

1

0

2𝜋

0
+  𝐼2 =  𝐼2  

Alors     𝑱 = 𝑰𝟐 − 𝑰𝟏 =
𝝅

𝟐
−

𝝅𝟐

𝟒
 

 En appliquant la formule d’Ostrogradski-Gauss : 

𝐽 =  (
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+

𝜕𝑅

𝜕𝑧𝑈
) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧       

𝜕𝑃

𝜕𝑥
= 0 

   𝑈  𝑒𝑠𝑡  𝑑é𝑓𝑖𝑛𝑖 𝑝𝑎𝑟 𝑙𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑜𝑛𝑛é𝑒𝑠 𝑐𝑦𝑙𝑖𝑛𝑑𝑟𝑖𝑞𝑢𝑒𝑠.  
0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋
0 ≤ 𝑟 ≤ 1

𝑟 ≤ 𝑧 ≤  2 − 𝑟2

 . 

𝐽 =  𝑑𝜃  𝑟𝑑𝑟  
𝜕𝑅

𝜕𝑧
𝑑𝑧

 2−𝑟2

𝑟

1

0

2𝜋

0
=  𝑑𝜃  𝑟 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑧  𝑟

 2−𝑟2
𝑑𝑟

1

0

2𝜋

0
  =𝑰𝟐 − 𝑰𝟏. 

 
3.   C = 𝑆1 ∩ 𝑆2 =  𝑥, 𝑦, 1  ∈ ℝ3: 𝑥2 + 𝑦2 = 1      

                     une paramétrisation de C s’écrit  

𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝜃      𝑑𝑥 = −𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃
𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝜃       𝑑𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑑𝜃

𝑧 = 1                𝑑𝑧 = 0
0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋

  

 𝐼 =   𝑦 − 𝑥 − 𝑧 
𝐶

𝑑𝑥 +  2𝑥 + 𝑧2 𝑑𝑦 + 𝑦3𝑥𝑧 𝑑𝑧 = 

    =  −𝑠𝑖𝑛2𝜃 + 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃 + 2𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑑𝜃
2𝜋

0
= 𝝅.  

 En appliquant la formule de Stokes avec F 𝑥, 𝑦, 𝑧 =  𝑦 − 𝑥 − 𝑧,  2𝑥 + 𝑧2 , 𝑦3𝑥𝑧   =  𝑃, 𝑄, 𝑅  et la 
surface 𝜎 Limtée par C a pour équation z = 1 , son vecteur normal est  𝑛   0,0,1  , ds= dxdy et 
D=proj/XOY  𝜎 . 

               𝐼 =  𝑅𝑜𝑡𝐹           . 𝑛     
𝜎

𝑑𝑠 =  (
𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦𝐷
)𝑑𝑥𝑑𝑦 =  𝑑𝜃  𝑟𝑑𝑟 =

1

0

2𝜋

0
𝝅.                                                                                                                                        

 


