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CONTROLE CONTINU (durée 02h)

Exercice 01 :09 pts
Soit f: R? - R telle que f(x,y) = —y?cosx + 2x2+;y2 -3 ffx Sh(xyt?) dt
1) Montrer que f est de classe C' dans R?.
2) Calculer V£(0,0) et montrer que f admet un minimum relatif au point (0,0).
3) Calculer V£(0,1) et D3 (0,1) ol ¥ est un vecteur unitaire. Donner la valeur maximale du taux de
croissance de f au point (0,1), indiquer la direction suivant laquelle il est obtenu .
4) Calculer approximativement la valeur de f(x, y) au point (0.007, 0.997).
5) On considére la surface d’équation (S) z = f(x,y), écrire I'équation du plan tangent (P) a la

surface (S) au point (0, 1, %).

6) Soit d: R? - R telle qued(x,y,z) = x2+y2+22, étudier I'existence du minimum de d avec la
condition: z+x —y +% = 0 .0n utilisera la méthode de multiplicateur de Lagrange.

En déduire le point du plan tangent (P) le plus proche de I'origine O des coordonnées.

Exercice 02 : 05pts

1/ Soit la forme différentielle dans R} X R: w = (y — 2Inx)dx + xdy

Montrer que w est une différentielle totale et déterminer la fonction correspondante.
En déduire les solutions de I’équation différentielle (E) : xy' +y = 2Inx

2/ Soit f: R? —{(0,0)} » R de classe C* et: h: R} — R classe C* telle que

f(ny) = h(r) avec r = ,/xz +y2 .
+ Exprimer - 2L, 2L et-ZL en fonction de h'(r) et h"(r) puis trouver les fonctions
ax ' ox2 'ay  dy?

In(x2+y?2)

/xz+y2

e Déterminer les solutions f qu’on peut prolonger par continuité sur R? .

2 2
h telle que : Af=%+% =
x y

Exercice3 : 06 pts

Soit f: R3 > R3 telle que: VX € R® f(X) = (||X]|*> — 2)X.
1) Montrer que f est de classe C' dans R3et déterminer ]f(X) VX € R3.

1 0 0
( Vérifier que J£(1,0,0) = (O -1 0 > )
0 0 -1
2) Montrer que J(X) est différente de la matrice nulle VX € R3.
3) Soit (S) la sphére de centre O et de rayon R=/2 et A et B deux points de (S) .
Que peut-on conclure sur la validité du théoréme de Rolle sur le segment [AB]?

4) Soit g: RZ > R3telle que: g(u,v) = f(u — 2v,v,u.sinv)
Montrer que g est de classe C' dans R%et déterminer dg(1,0) .Calculer la dérivée de g au point
(1,0) suivant la direction de la premiére bissectrice).

(N.B : La norme utilisée est la norme euclidienne) Bon Courage !
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Exercicel:09pts
1)(0.25pt)

f:R>— R?>: f(x,y) = —y?cosx + 2% + %yQ — 3]31 Sh(xyt?)dt est de
classe C! dans R? car

Les fonctions (x,y) — 222 + %yz : polynome est de classse C> dans R?

(z,y) — z + cosx : est la composée de fonctions de classse C* dans R?

(z,y) — y?cosx : produit de fonctions de classse C* dans R?

(x,y) — Sh(zyt?) est la composée de fonctions de classse C°° dans
R2alors

la fonction définie par 'intégrale (z,y) — 3ff’$ Sh(xyt?)dt est aussi de
classse C?dans R2car les fonctions dans les bornes de 'intégrale sont de classse
C*> dans R2.

2) (03.75pts)

V(x,y) € R? % = y’sinz + 4z — 3Sh(yz®) — 3 [V yt?Ch(zyt?)dt

% = —2y cosz + 3y — 3Sh(zy®) — 3 [ at?Ch(zyt?)dt

V£(0,0) = (0,0) alors (0,0) est un point critique.
f est de classe C2alors on calcule le disciminent A
2 - -
9L =y?cosz+4— 92y Ch(yz®) — 3ya®Ch(yz®) -3 [ (yt?)2Sh(zyt?)dt

oz2

giyéc = —2cosz+3—9yx Ch(xy3)—3y2xCh(y3m)—3ffi(xt2)25h(xyt2)dt
;:—afm = 2ysinz—3z® Ch(23y)—3y3Ch(y3z) -3 [V t*Ch(zyt?)+ayt* Sh(zyt®)dt
050,00=4 t=34(00)=1 s=2L(0,0)=0

0
A=s?—rt = —4<0et r>0 = f admet un minimum relatif au point (0,0).

3)(01.75pts)
V£(0,1) = (=1,1) et avec ¥ = (cosf,sind), Dzf(0,1) = Vf(0,1).0 =
—cosf +sin 6.
La valeur maximale du taux de croissance de f est égal a |V £(0,1)| = v/2

et c’est la dérivée suivant la direction de Vf(0,1) ie 6 = 3T .

4)(0.75pt)



L’approximation affine de f (z,y) au voisinage du point (0,1): s’écrit:

Flo+h1+k)~ £(0,1)+<Vf(0,1),(hk)>=050—h+k

£(0.007,0.997) = f(0 + 0.007,1 — 0.003) ~ 0,50 — 0.007 — 0.003 = 0.49

5)(0.5pt)

L’équation du plan tangent (P) a la surface (S) z = f(z,y) au point (0, 1,
1/2).

(P) 2= f0,1)=3L 0, )z+ 5L (0N (y-1)=—z+y—-1

(P) z=-2+y—1

6) (02.25pts)
d(z,y,2) = 2® + y* + 2%, étude de lexistence du minimum de d avec la
condition :g(z,y,2) =z+z—y+1/2=0.

On utilise la méthode de multiplicateur de Lagrange:

O(x,y,2) =22+ 9> + 22+ A (z+ 2 —y + 1/2) est de classe C?dans R3
O =2x4+A1A=0
O =2y—A=0
' =224+A1=0
z+r—y+1/2=0

la condition nécessaire d’extrémum:

donne z* = 2* = —y* = %1 La valeur d(z*,y*, z*) = ??—Gest un minimum,
car d?® =2 (dac2 +dy? + dzz) >0

(la condition supplémentaire dg = dz + de —dy = 0 n’est evidement pas
nécéssaire pour 1’ étude du signe de d?®)

On déduit que (%, %; %) est le point du plan tangent (P) le plus proche
de Torigine O des coordonnées avec une distance égale a . %

I

Exercice 02 : 05pts

1/ (02.5pts)

w=(y —2lnz)dx + zdy = Pdx + Qdy
9 —y—21

é’—P:%zlalorswzdf ainsi{%fe:y e

y

oy T

dou f(z,y)=[y—2Inz de=uzy—2zlnz+ 2z + c(y)
g—lf]:x:m—kc’(y)éc(y):cel%

d’ou flz,y) =2y —2zlnz+ 2z +c¢
(E):zy+y=2Inz e zdy+ (y—2lnz)dr =0&df =0
df:()@f(x,y):cstc)y:%+2lnx—2m ,k€R



Les solutions de ’équation différentielle (F) : s’écrivent y = % +2lnx —2
,k€eR
2)(02.5pts)

9 or p1 ’
C = = 5-h (7’) =2Zph (r)

or _x ar _ y e z
Ir_o ot 90 =Y alors{ § @
oz~ r Jy T { 873 _ %yh, (’I") _ %h/ (r)

CI = TEW () + S0 ()
et ggz szyi ri d’ott A f =} (’I") + %hl (7")

Gk = T () + R ()

Af=22" orp” (r)+H (r) =2lnr.

Donc d’aprés 1) R (r) = £ 4+2Inr—2 k€R et h(r)=klnr+
2rlnr —4r +c¢ avec k,c€ R

ou f(x,y):kln(x2+y2)+2\/mln(x2+y2)—4 2 +y2+c

c si k=0
+o0 si k#0...

Les solutions f qu’on peut prolonger par continuité sur R? .sont donc de
la forme:

flz,y) =22 +y?In (2% + ) — 422 +y? +¢, c€R

Exercice3 : 06 pts

1)(02pts)

[R5 R f(z,y,2) = (22 + y* + 2% — 2)(z,y, 2)

@y, z) = (% +ay? + w2 — 2z, 2*y+y® +y2® -2y, 2a®+ 2y +2° - 2)

les trois composantes de f sont des fonctions polynémiales dans R3elles sont
alors de classe C! dans R? ainsi que la fonction f.

lim, o h(r) =lim,—o klnr+42rlnr—4r+c=

32+ 2+ 22 -2 2zy 2xz
Ji(z,y,2) = 2zy 22+ 3% + 22 -2 2yz
2xz 2yz 224+ y? +322 -2
1 0 0
Jr(1,0,00=( 0 -1 0
0 0 -1
2)(0.75pt)

VX eR3 J #(X) est différente de la matrice nulle en effet ,supposons ,par

absurde
(1)
22+ 32+ 22 =2 (2)
224+ y?+322=2 (3)
xy=0et zz=0 et yz=0 (4)

3x2 +9y2 4+ 22 =2
J(z,y,2) € R3:



d’aprés (4) zy=0et 22=0=2=0 ou y=2=0

*si =0 etyz=0 alors y=0 ouz=0 supposons z=y =0

(1) = (3) = 2 =0 ce qui est impossible car (0,0,0) ne vérifie ni (1) ni (2)
ni (3)

*si y=2=0 (1)—(2)= 2 =0 ce qui est impossible !

3)(0.75pt)

A et B deux points de (S) la sphére de centre O et de rayon R= /2. alors
f(4) = (B) = Ono

Sachant que f est classe C! sur [AB] alors si on applique le théoréme de
Rolle 3C € |AB] :f'(C) =0 ce qui est impossible d’apreés 2)

On conclue que le théoréeme de Rolle n’est pas valide pour les fonctions
véctorielles.

4)(02.5pts)

g(u,v) = f(u—2v,v,u.stnv) = foh (u,v) avec h(u,v) = (u—2v,v,u.8inv)

h : R? — R3 est de classe C! car les trois composantes sont de classe C!
comme somme et produit de fonctions de classe C!

1 -2 1 -2
I (u,v) = 0 1 Jn (1,0) = 0 1
sinv  wcosv 0 1

g:R?> - R3 g= foh estde classe C!(composée de deux fonctions de
classe C1)
dg(1,0) € L (RQ, R?’) sa matrice associée est la matrice jacobienne J, (1,0).

dg (1,0) = df (h(1,0))odh (1,0) , matriciellement :J, (1,0) = J; (h(1,0)) .J; (1,0)

1 0 0 1 -2 1 -2
Jy (1,0) = J; (1,0,0)..0, (1,0)= [ 0 —1 0 0 1 |=(0 -1
0 0 -1 0 1 0 -1

La dérivée de g au point (1,0) suivant la direction de la premiére bissectrice
- — V2 .
v = 5 (1, ].)

1 -2 1 -1
Dyg(1,0)=J, (1,0).T =2 0 -1 (1)—? -1
0 -1 —1
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