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Corrigé de 'épreuve finale d’analyse numérique 1
Exercice 1

Soit f € C*[a,b] et © — h, 5,24+ h € [2,] . On considére la différence centrée:
¥ flz+h) = 2f(x) + f(z — h)
h? '
Obtenir 'ordre de cette approximation en utilisant les développements de Taylor appropriés.
Solution

On suppose que & > 0, comme feCa,b],les développements de Taylor s’écrivent:
h? h? ht
fla+h) = 1@) +hf @) + 5 £(@) + 2 1"(@) + T FOE), — & eoz+h]

h? h3 h*
Jl@ =) = J(@) = hf'(@) + 5 £(@) - 2 (&) + T FOE), & €lo—hya]
En additionnant membre 4 membre les é'gaﬁité.s précédentes, nous obtenons la relation:

. k
Tt b)+ 1z = 1) = 2f(@) + K" (@) + 1 [FOE) + 1DE)], €06y €Jo—hoot b
De plus, puisque f® est continue sur lz—h,z+h] [¢5 0] le-théoréme des valeurs inter-

F'(e) ~

( (4) '
médiares implique Pexistence d’im € entre &, et ¢, tel que f_ 4)(5__1) -; AR(SY = f@(p).
D’oil la formule: '
f”(ﬂ.’.‘) . f(iL-'{- h’) == 2f(:r:) +f('r _' h’) e ]iz_f(-é)(é)} 6 & ]$ 3 h1$+ h-[

h? 2

Comme f® est continue sur [ — h, 2 + h], alors elle est bornée sur [z — A,z + h]. On note
M = ax @(2)|.

ze[gh.z—i-k] 'f ($)|
On peut alors écrire:

= T ‘2

11 en découle que la formule proposée est d’ordre 2.

M

Exercice 2

Soit f € C®[a,b] et zo,20 + h, 20+ 3h € [a,8]. A partir du polynéme d’interpolation de
Newton, donner la formule d’approximation de f'(z0) en fonction de f(zo), f (w0 + h), f(xo+
3h). Estimer I'erreur de cette formule.

Solution

Le polynéme d’interpolation (%) passant par les points (2o, f(z0)) , (w0 + I, f (0 + h)),
(zo + 3h, f(zo + 3%)) sous la forme de Newton s’écrit:

p(x) = f o) + f [wo, 21] (x — 20) + f [%o, 21, 23] (z — z0) (x — xy)

avec T; = 2g + h et 2, = 34 + 3h.
en dérivant nous avons :




au point & = z,

V() = f[$0,$1]+f[3?0,¢1,$2] (%0 — z1)
= ffon) - n 2 Tl 3
= ool -3flma)
41 () = f(m) 1f(2)—f(z1)
3 —h 3 =

D’ou

—8f(20) + 9 (z0 + h) — f(z0 + 3h)
6h

P (o) =

Le terme de Perreur
On sait que:

1@ =3 = 52 (o~ a0) @~ ) (4= )

Par dérivation on obtient: e e

1@ -#@ = [E] @) -n) o)+

F"()

+3!

[( — 21) (2 — 22) + (z — %0) (z — 22) + (& — z0) (z — 1))

Au point z = 29, on a:

f'(z0) = p(z0) =

j%)* (2o — 1) (70 — T3)

F"(Eao)

= 2 S0/ pE

2

Par suite, en posant M = max  |f"(z)| on a la borne de Verreur absolue:
@€ [zg @g-+3h)

17(a0) = #/(ao)] < S0

Exercice 3

Déterminer le pas régulier A d’une table de la fonction f (z) = sin(z) sur [0,1] de fagon
a4 ce que l'interpolation par un polynéme du second degré dans cette table ait une erreur
inférieure & 10~°. (donner seulement la formule pour )

Solution

Ou suppose que le polynéme d’interpolation py(z) passe par (o, 8i 7o) , (o + R, sin(zg + h))
et (2o -+ 2h, sin(zg + 2h)).

Soit @ € [z, %0 + 2A] ,x S'ecrit: T = xo + sh, s € [0, 2]:




'L——_—_—-;—-_—_Iﬁnﬁm—d’ 1Ht§m@l@tﬂgnr.@$_§§. —————— =——= = ————

@) = pa(e)] = | 26O o 20) (2 — iy — ) (2 — 2 — ) = |60 s — 1)(s = 2) 8
On pose g(s) = s(s — 1)(s — 2), s €[0,2]

F(s) =32 —65+2=3[s 388) (5 3-v3)
£ 3 =X L § J

3

mac [g(s)] = max {|o(245)] [o555)|} = 2v3.
De plus f"(2) = —cosz = Yz € [0,1], [ ()] = 1.

11 en résulte:

V3 .
F(a) - pao)] < 20

Pour avoir une erreur inférieure & 105, on doit imposer

\/§ 3 -5
5 h® < 10
ce qui donne

27
h < ¢/==10-5
V3

Dela: h < 5.3819 x 102
Exercice 4
Soit f € C3[0,3].

1. Calculer le polynéme de Lagrange p, qui interpole f aux points zp = 0,27 = 1 et
Ty = 8

= 2. Déterminer la méthode de quadrature élémentaire obtenue en remplacant T'intégrale
de f sur [0, 3] par celle de p,.

3. Quel est le degré de précision de la méthode?

Solution

L. pa(z) = f(0)lo(z) + F(D)I(z) + F(3)lx(z)

(z—1)(z—3) _ z(z-3)
=g =R
2. J5 pa(z)dz = £(0) [ lo(z)dz + F(1) Jo b(@)dz + £(3) [2 by(z)dz

. ]- rd bgs =, : 1 2
J;;; l{](d‘)d&' = g ju (T"“‘“"'f}{g' = 3}!1._!._—' O, j;f 11(1,)0,..’[: = —5 J;s .'L'(.’E s 3)&32 = ;—} (217

: 1 3

avec lo(z) = et ly(z) = M

D'on 2 pa()da = %f(l) + gf (3) = Q(f)




_3. Lo degxe de precmon de la. qua,dic;iule

== g e ——— ——

g f(z) _1 L igs:)d:s 2~~+-—Q(f} v e,
Siflz)=g, [, f@)de= [ zdz= % 125 E3 = Q(f)
Sif(a) =a? [ fo)dn=f P dn =9 = §+§9:Q(f) -

: 3 ’ 9 9 3
Si f(#) =2% [ f(z)dz = [y atds= 75 5= d)
Le degré de précision de la quadrature est 2.

Exercice 5

1. Trouver le polynéme p(z) = a-+bz qui ajuste les données suivantes au sens des moindres
carrés.

z|(1[2]3]|4
49 | 3|47 |8

2. Soit f(z) = 2z® — 2z + 3. Trouver le polynéme linéaire meilleur approximation de f(z)
au sens des moindres carrés sur I'intervalle [—1,1].

Solution
1. le critére des moindres carrés s'écrit:
4
S(a,b) = > (% — a — bz;)?
i=1

Les équations normales sont:

4 4 4
a-ﬁ(a b) = MZE{yi —a—bz;)=0 da+bd ;=S u;
ai o, H
2(a,b) = —2 E&”a(yz =a=bri)=0= oY w403 22 = Y iy
i=1 i=1 i=1

y 4a+10b=22£t;:4 a=
10a + 306 = 64 P

d'ot p(z) =1— g:c

G| O s

2. Le critéres des moindres carrés continus s’ecrit:
F(a,b) = [1,(f(z) — a — bz)?dw
Les équations normales sont:
{ 2(a,b) = —2f51(f(m)—a—bm)da::0 E { af da:—l—bf xda = f f(x)d’c
98 (g, b) = -f:-f—*-*!f{;f'(@' —a—br)dz =0 afl wdz4b [} Pdr = [ zf(@)de

= 10 -
= r s 3 Denc le polynéme cherché est: p(z) = — — 2z,

—9 3

4




