
 
UABT 
Département de Mathématiques                                              03/12/15 
 Analyse III          

Contrôle  continu  (durée 02h) 
 

ANALYSE III / L2-MATH /Contrôle  /  2015/2016 

 
 
Exercice 1 :  06 pts   
Etudier la nature et calculer éventuellement la somme des séries : 

1) 
 −1 n + 𝑛+1−3 𝑛

3𝑛+1𝑛≥0   2)   𝑙𝑛𝑛.  
1

𝑘2  

+∞
𝑘=𝑛  𝑛≥1   3) sin  π  n3 +  −1 nn 

3
 𝑛≥1  

 
Exercice 2 : 04 pts  

1. Développer en série entière autour de l’origine la fonction 𝑓 𝑥 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥 

Préciser son rayon  et son domaine de convergence . En déduire  la somme  
 −1 n

2𝑛+1𝑛≥0  

2. En utilisant  
 −1 n

2𝑛+1𝑛≥0  calculer  la somme S de la série   
 −1 n

4n2−1𝑛≥1  

3. Combien faut–il  prendre de termes dans la série   
 −1 n

4n2−1𝑛≥1  pour avoir S  à 

 10 −3prés et préciser si c’est une valeur approchée  par excès ou par défaut. 

 
Exercice 03 : 10 pts 

A.  Soit la  suite de fonctions définie par : ∀𝑛 ∈ ℕ 𝑓𝑛 𝑥 =  
𝑒−(𝑛+1)𝑥

1−𝑒−𝑥
  𝑥 ∈ ℝ∗ 𝑒𝑡 𝑓𝑛 0 = 0.  

1. Etudier  la  convergence simple et uniforme de  la suite  𝑓𝑛 𝑥  𝑛dans ℝ . 

2. Déterminer le plus grand intervalle de convergence uniforme de la suite  𝑓𝑛 𝑛 . 

B.   On considère la série de fonctions de terme général  𝑢𝑛 𝑥 =  
𝑒−𝑛𝑥

𝑛2
 𝑥 ∈ ℝ 𝑒𝑡 𝑛 ∈ ℕ∗.  

1.  Trouver le domaine de convergence  𝐷𝑐  de la série  𝑢𝑛 𝑥 𝑛≥1 . 

2.  Etudier  la  convergence normale de la série  𝑢𝑛 𝑥 𝑛≥0  sur 𝐷𝑐 . 

3.  Montrer que  la somme S 𝑥 =  𝑢𝑛 𝑥 𝑛≥1  𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛𝑒 𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒 𝑠𝑢𝑟 𝐷𝑐 . 

  𝐸𝑡𝑎𝑏𝑙𝑖𝑟 𝑞𝑢𝑒  𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞  S 𝑥 = 0 et   𝑙𝑖𝑚𝑥→0 S 𝑥 =  
1

𝑛2𝑛≥1  

  ∀𝑥 > 0 , on pose 𝑣𝑛 𝑥 =  𝑢𝑛 𝑥  
′
 et 𝑤𝑛 𝑥 =  𝑣𝑛 𝑥  

′
 

4.  Montrer que ∶ ∀𝑥 > 0   𝑤𝑘 𝑥 =  𝑓𝑛 𝑥 ,𝑘≥𝑛+1  en déduire la dérivabilité de  la  

série  𝑣𝑛 𝑥 𝑛≥0  et de la série  𝑢𝑛 𝑥 𝑛≥0  sur  𝑎, +∞  ∀𝑎 > 0 . 

5. On pose W 𝑥  =  𝑤𝑛 𝑥  𝑛≥0 et V 𝑥 =  𝑣𝑛 𝑥 𝑛≥0  , calculer W 𝑥  ∀𝑥 > 0  puis 

V 𝑥  ∀𝑥 > 0. (   𝑟𝑒𝑚𝑎𝑟𝑞𝑢𝑒𝑟 𝑞𝑢𝑒   𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞  V 𝑥 = 0 ) 

6. Etudier les variations de la fonction S 𝑥  et tracer son graphe. ( 
1

𝑛2𝑛≥1 =
𝜋2

6
= 1,64) 

7. Montrer que ∀𝑥 > 0  S 𝑥 =  −
𝑙𝑛  1−𝑢 

𝑢
𝑑𝑢

𝑒−𝑥

0
 et justifier que 

          −
𝑙𝑛  1−𝑢 

𝑢
𝑑𝑢

1

0
=  

1

𝑛2𝑛≥1 . (Rem : on ne demande pas de calculer les intégrales) 

 Question facultative : En utilisant le développement en série entière de 
𝑙𝑛  1−𝑢 

𝑢
 

retrouver le résultat  dans 7 . 

  

  

 Bon Courage ! 
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Exercice 01 :06 pts 
1. 02pts   

𝑢𝑛 =
 −1 n + 𝑛+1−3 𝑛

3𝑛 +1 =
 −1 n

3𝑛+1 +  
 𝑛+1

3𝑛+1 −
 𝑛

3𝑛  = 𝑏𝑛 + 𝑐𝑛 . 

 

 𝑏𝑛 =
1

3
  𝑞𝑛 ∶ 𝑠é𝑟𝑖𝑒 𝑔é𝑜𝑚. 𝑎𝑣𝑒𝑐  𝑞 =  −

1

3
  < 1, 𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛≥0  𝑛≥0 . 

 𝑏𝑛𝑛≥0 =
1

3

1+
1

3

=
1

4
. 

 𝑐𝑛

𝑛≥0

=   𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 

𝑛≥0

∶ 𝑠é𝑟𝑖𝑒 𝑡é𝑙é𝑠𝑐. 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑎𝑛 =
 𝑛

3𝑛
→ 0 𝑞𝑑 𝑛 → +∞, 𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒. 

𝑆𝑛 =  𝑐𝑘
𝑛
0 = −𝑎0 + 𝑎𝑛+1   et lim𝑛→+∞ 𝑆𝑛 = 0 =  𝑐𝑛𝑛≥0  

Conclusion      𝑢𝑛𝑛≥0 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 et a pour somme S = 
1

4
. 

2. 02pts  

𝑢𝑛 =  𝑙𝑛𝑛.   
1

𝑘2  

+∞
𝑘=𝑛  = 𝑅𝑛−1𝑙𝑛𝑛  avec 𝑅𝑛−1 =   

1

𝑘2  

+∞
𝑘=𝑛  d’après le critère de comparaison 

avec l’intégrale : 

 f(x)= 
1

𝑥  2
  𝑥 ≥ 2  , f est positive ,décroissante et continue . 

  f(x) = 
+∞

𝑛  
 

𝑑𝑥

𝑥  2
=  −

1

x
 

n

+∞

 
+∞

𝑛  
=

1

𝑛
 

Ainsi  𝑅𝑛−1~ 
1

𝑛
   d’ où  𝑢𝑛  ~ 

𝑙𝑛𝑛

𝑛
≥ 

1

𝑛
  ∀𝑛 ≥ 3  𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠    𝑢𝑛𝑛≥1 diverge. 

3.    02pts   

𝑢𝑛 = sin  π  n3 +  −1 nn 
3

 = sin  π n  1 +
 −1 n

n2  
1

3 

 . 

     = sin  π n  1 +
 −1 n

3n2 + o  
 −1 n

3n2    = 𝑐𝑜𝑠π n. sin  π  
 −1 n

3n
+ o  

 −1 n

3n
   .    

    = −1 n  sin  π  
 −1 n

3n
 1 + o 1    = −1 nπ  

 −1 n

3n
 1 + o 1  + o  π  

 −1 n

3n
 1 + o 1              

               𝑢𝑛 =  
π

3n
 1 + o 1  ~

π

3n
. 

𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠    𝑢𝑛𝑛≥1 diverge. 

Exercice 02 : 04 pts 
1. 02pts 

𝑓 𝑥 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥 ;    𝑓 ′ 𝑥 =
1

1+𝑥2
=   −1 n𝑥2𝑛     𝑥 𝑛≥0 < 1 R=1 

𝑓 𝑥 =  𝑓′ 𝑡 𝑑𝑡 =    −1 n𝑡2𝑛   𝑑𝑡 𝑛≥0 =
𝑥

0

𝑥

0
  −1 n  𝑡2𝑛x

0
  𝑑𝑡 =   −1 n 𝑥2𝑛+1

2𝑛+1𝑛≥0  𝑛≥0 . 

son rayon de convergence est le  même que celui de la série dérivée  ie R=1. 
Pour x= ±1,on obtient une série alternée convergente. Le  domaine  de convergence est 
alors   𝐷𝑐 =  −1,1  . On déduit d’après le second lemme d’Abel : 

                   
 −1 n

2𝑛+1𝑛≥0  = lim𝑥→1 𝑓  𝑥  =   lim𝑥→1 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥 =
𝜋

4
. 

2. 01pt 

 
 −1 n

4n2−1𝑛≥1 =
1

2
 

 −1 n

2𝑛+1𝑛≥1 −
 −1 n

2𝑛−1
=

1

2
  

 −1 n

2𝑛+1𝑛≥1 −  
 −1 n

2𝑛−1𝑛≥1  =

                                  =
1

2
 
𝜋

4
− 1 −  

 −1 n+1

2𝑛+1𝑛≥0  =
1

2
 
𝜋

4
− 1 +

𝜋

4
 =

𝜋

4
 - 

1

2
. 
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3. 01pt   Le  reste    𝑅𝑛   de la série (alternée)   
 −1 k

4k
2
−1

𝑘≥𝑛+1      vérifie : 

   𝑅𝑛  ≤
1

4 n+1 2−1
≤  10 −3 pour n≥ 15. Le signe de  𝑅15   est le même que celui de 

son premier terme ( 𝑢16)qui est positif ainsi 
 𝑆15  est une valeur approchée  par défaut de la somme  S  à  10 −3prés . 

Exercice 03 : 10 pts 
A.  02pts 

1) La  convergence  simple :                                                 La convergence  uniforme : 

lim𝑛→+∞ 𝑓𝑛  𝑥 = 
0                    𝑠𝑖 𝑥 ≥ 0                  𝑓𝑛  

1

𝑛+1
 ↛ 0        𝑓𝑛 ↛ 0                            

−∞                𝑠𝑖 𝑥 < 0                  𝑝𝑎𝑠 𝑑𝑒  𝐶. 𝑈𝑛𝑖𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒 𝑠𝑢𝑟  0, +∞                 

  

             2)  

 𝑓𝑛 𝑥  =
𝑒−𝑛𝑥

𝑛2 ≤ 𝑒−𝑛𝑎  ∀𝑥 ≥ 𝑎 > 0       

 𝑒−𝑛𝑎 =𝑛≥0   𝑒−𝑎 𝑛  𝑛≥0 𝑐𝑣        

𝑠é𝑟𝑖𝑒  𝑔é𝑜𝑚.  0 < 𝑞 = 𝑒−𝑎 < 1  

   𝑓𝑛 ⇉ 0 𝑠𝑢𝑟  𝑎, +∞  ∀𝑎 > 0. 

B. 08pts  

1) 01pt 

lim
𝑛→+∞

 
𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
 = 𝑒−𝑥

 
 
 
 
 

 
 
 
 

𝑠𝑖       𝑥 > 0      ,    𝑒−𝑥 < 1             𝑢𝑛 𝑥 

𝑛≥0

  𝐶𝑉                                

𝑠𝑖 𝑥 < 0,        𝑢𝑛  + ∞  𝑢𝑛 ↛ 0      𝑢𝑛 𝑥 

𝑛≥0

  𝑑𝑉                   

𝑠𝑖 𝑥 = 0                                    𝑢𝑛 0 =
1

𝑛2
 ,  𝑢𝑛 0   

𝑛≥0

𝐶𝑉             

  

Alors     𝐷𝑐  =  0, +∞               

2)  0.5pt      Convergence   Normale : 

 𝑢𝑛 = sup𝑥≥0 𝑢𝑛 𝑥  =  𝑢𝑛 0 =
1

𝑛2
 ,     𝑢𝑛 𝑛≥0   𝐶𝑉 alors 

        𝑢𝑛 𝑥 𝑛≥0  𝐶𝑁  donc CU sur  𝐷𝑐 . 

3) 01,25pts 

i.  
∀𝑛 ∈ 𝑁, 𝑢𝑛 𝑥  𝑒𝑠𝑡  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒 𝑠𝑢𝑟 𝐷𝑐   

 𝑢𝑛 𝑥 𝑛≥0 CU sur 𝐷𝑐                            
    S 𝑥 =  𝑢𝑛 𝑥 𝑛≥0 𝑒𝑠𝑡  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒 𝑠𝑢𝑟 𝐷𝑐 . 

ii. Ainsi  𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞  S 𝑥 =  𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞   𝑢𝑛 𝑥 =𝑛≥1  

                                                         =  𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞𝑢𝑛 𝑥 =𝑛≥0  0 = 𝑛≥1 0  et 

 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 S 𝑥 =  𝑙𝑖𝑚𝑥→0  𝑢𝑛 0 =𝑛≥1   
1

𝑛2 =𝑛≥1
𝜋2

6
  .     

4) 02.5pts 
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∀𝑥 > 0    𝑣𝑛 𝑥 = 𝑢′
𝑛
 𝑥 = −

𝑒−𝑛𝑥

𝑛
    𝑒𝑡  𝑤𝑛 𝑥 = 𝑣 ′

𝑛
 𝑥 = 𝑒−𝑛𝑥  

  ∀𝑥 > 0   𝑅𝑛 𝑥 =  𝑤𝑘 𝑥 =  
𝑒− 𝑛 +1 𝑥

1−𝑒−𝑥 = 𝑓𝑛 𝑥  .𝑘≥𝑛+1  

On déduit la convergence uniforme de la série  𝑣 ′
𝑛 𝑥 𝑛≥0   𝑠𝑢𝑟  𝑎, +∞   ∀𝑎 > 0  d′ où 

d’après le théorème de convergence uniforme & 𝑑é𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑖𝑡é, 𝑜𝑛 𝑜𝑏𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡:  

i. la convergence uniforme de la série  𝑣𝑛 𝑥 𝑛≥0   𝑠𝑢𝑟  𝑎, +∞   ∀𝑎 > 0 

ii. la dérivabilité de la  série  𝑣𝑛 𝑥 𝑛≥0  sur  𝑎, +∞  ∀𝑎 > 0 𝑑𝑜𝑛𝑐 ∀𝑥 > 0 𝑒𝑡 

W 𝑥  =  𝑤𝑛 𝑥 =  𝑣 ′
𝑛 𝑥 𝑛≥0 =𝑛≥0  V′ x =  

𝑒−𝑥

1−𝑒−𝑥    ∀𝑥 > 0. 

D’après  i. et le théorème de convergence uniforme & 𝑑é𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑖𝑡é, 𝑠𝑎𝑐𝑎𝑛𝑡 𝑞𝑢𝑒 𝑣𝑛 𝑥 =

𝑢′
𝑛 𝑥  on déduit la dérivabilité de la  série  𝑢𝑛 𝑥 𝑛≥0   ∀𝑥 > 0 et 

V 𝑥 =  𝑣𝑛 𝑥 𝑛≥0 =  𝑢′𝑛 𝑥 = 𝑆′ 𝑥 𝑛≥0  ∀𝑥 > 0  .  

(      𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞  V 𝑥 =       𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞  −
𝑒−𝑛𝑥

𝑛𝑛≥0 = 0 ) 

5) 01.5pts 

V 𝑥 − V 𝑎 =  V′ t dt
𝑥

𝑎
=   

𝑒−𝑡

1−𝑒−𝑡
dt

𝑥

𝑎
=   

−𝑑𝑢

1−𝑢

𝑒−𝑥

𝑒−𝑎 = 𝑙𝑛  
1−𝑒−𝑥

1−𝑒−𝑎
  ∀𝑎 > 0, ∀𝑥 > 0 

     𝑙𝑖𝑚𝑎→+∞( V 𝑥 − V 𝑎 ) =      𝑙𝑖𝑚𝑎→+∞  𝑙𝑛  
1−𝑒−𝑥

1−𝑒−𝑎
  = 𝑙𝑛 1 − 𝑒−𝑥  

D’où  ∀𝑥 > 0   V 𝑥 = 𝑙𝑛 1 − 𝑒−𝑥 = 𝑆′ 𝑥  

6) 0.5pts  ∀𝑥 > 0   𝑆′ 𝑥 < 0  alors la fonction est strictement décroissante  d’où le 

graphe de S. 

                                                    
𝜋2

6
 

7) 0.75pt   

S 𝑥 − 𝑆 𝑎 =  S′ t dt
𝑥

𝑎
=  V t dt

𝑥

𝑎
=   𝑙𝑛 1 − 𝑒−𝑡 dt

𝑥

𝑎
=   

−𝑙𝑛 1−𝑢 𝑑𝑢

𝑢

𝑒−𝑥

𝑒−𝑎  

     𝑙𝑖𝑚𝑎→+∞𝑆  𝑎 = 0 

     𝑙𝑖𝑚𝑎→+∞  (S 𝑥 − 𝑆 𝑎 ) =  𝑙𝑖𝑚𝑎→+∞   
−𝑙𝑛 1−𝑢 𝑑𝑢

𝑢

𝑒−𝑥

𝑒−𝑎 =   
−𝑙𝑛 1−𝑢 𝑑𝑢

𝑢

𝑒−𝑥

0
 

Ainsi : S 𝑥 =   
−𝑙𝑛 1−𝑢 𝑑𝑢

𝑢

𝑒−𝑥

0
 

Question facultative :01pts 

−𝑙𝑛 1−𝑢 

𝑢
=

1

𝑢
 

𝑢𝑛

𝑛𝑛≥1 =  
𝑢𝑛−1

𝑛𝑛≥1     𝑢 < 1 𝑒𝑡 . ∀𝑥 > 0 , 0 < 𝑒−𝑥 < 1  et 

  
−𝑙𝑛 1−𝑢 𝑑𝑢

𝑢

𝑒−𝑥

0
=   

𝑢𝑛−1

𝑛𝑛≥1  
𝑒−𝑥

0
𝑑𝑢 =   

𝑢𝑛−1

𝑛

𝑒−𝑥

0
𝑑𝑢 =  

𝑒−𝑛𝑥

𝑛2𝑛≥1𝑛≥1 = S 𝑥 . 

S

 𝑥  
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