UABT
Département de Mathématiques 03/12/15

Analyse Il

Contrdle continu (durée 02h)

Exercice 1: 06 pts
Etudier la nature et calculer éventuellement la somme des séries :

1" +/n+1-3vn
1) Dnsp DN 9) By (10 542, ) 3) Bss sin (1303 + (—1)n )

Exercice 2 : 04 pts
1. Développer en série entiére autour de I'origine la fonction f(x) = arctanx

=nn

Préciser son rayon et son domaine de convergence . En déduire la somme Y,~0—— —

CLY calculer | sdel L7
o Ca culer la somme e aserle Zn>1 4n2 1

n
3. Combien faut-il prendre de termes dans la série ), > % pour avoir S a

2. Enutilisant },50——

(10)~3prés et préciser si c’est une valeur approchée par excés ou par défaut.

Exercice 03 : 10 pts

e~ +1)x

—e X

A. Soit la suite de fonctions définie par: Vn € N £, (x) =

x € R et f,(0) = 0.

1. Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (fn (x))ndans R .

2. Déterminer le plus grand intervalle de convergence uniforme de la suite (f,,),,.

B. On considere la série de fonctions de terme général u, (x) = e_zx
1. Trouver le domaine de convergence D, de la série };,>; u, (x).
2. Etudier la convergence normale de la série Y}, u, (x) sur D,.
3. Montrer que la somme S(x) = ),,>1 U, (x) est une fonction continue sur D,.
Etablir que lim,_ ., S(x) = 0et lim,_,S(x) = anlniz
Vx > 0, on pose v, (x) = (un(x)), etw,(x) = (vn (x))’
4. Montrerque : Vx >0 X541 We(x) = f,(x), en déduire la dérivabilité de la
série Y1, U (%) et de la série 3,59 Uy, (x) sur [a,+o[ Va > 0.
5. Onpose W(x) =Y1,50 Wy (x) et V(x) = 3,50 v (x) , calculer W(x) Vx > 0 puis
V(x) Vx > 0.( remarquer que lim,_,, V(x) =0)

2
6. Etudier les variations de la fonction S(x) et tracer son graphe. (3,51 niz = % = 1,64)

7. Montrer que Vx > 0 S(x) = foe_x -

1 mm(1-u)
fy ——

ln(t_u) du et justifier que

1 o
du=Y,> —. (Rem : on ne demande pas de calculer les intégrales)
- n

. . - . L. . In(1-
© Question facultative : En utilisant le développement en série entiére de nw)

retrouver le résultat dans 7 .

Bon Courage !
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Corrigé du controle d’ Analyse III (L2-MATH)
Responsable du module :Z.NEDJRAOUI

Exercice 01 :06 pts

1. 02pts
_ D" +vVn+1-3vn _ (-D" Vn+l WV
n - 3n+1 T gn+l (3n+1 - 3_n) - bn + Cn-
Yinso by = E ano q" : série géom.avec |q| = |—§| < 1,donc elle converge .
1
3 _1
ZnZO bn 1+l 4

n
Z c, = Z(anﬂ —a,) : série télésc.avec a, = I — 0 gd n - +oo,donc converge.
n=0 n=>0
=20Ck =~ + Apyq €tlimy 16, S =0 =X, 5y

. 1
Conclusion  }’,.-u, converge et a pour somme S = "

2. 02pts
1 . . .
(lnn Yre k2) = R,_1lnn avecR,_; = 212, k—zd'apres le critere de comparaison
avec l'intégrale :

1 . L .
o f(x)= = X > 2 , f est positive ,décroissante et continue .

O

. 1 L 1 :
Ainsi R, _q~ - d ou u, ~ % 2-Vnz 3 alors Y, u, diverge.
3. 02pts

u, = sin (n 3/m3 + (—1)“n) = sin< (1 + & Dn) /3>.
= sin< (1 +C Dn +0 ((;ign))> = cosT n. sin <T[ <(;nl)n +0 ((;]1)“)>>

=(—1)" sin (11 (;;)n (1 + 0(1)))):(—1)“11 [(3_%“ (1 + 0(1)) +o (1‘[ ((3_11;)" (1 + 0(1))))]
U, = 3ni(l + 0(1))~3ni.
alors Y, u, diverge.

Exercice 02 : 04 pts

1. 02pts
f(x) = arctanx; f (x) = =Ys0(—1D)"x?" |x| < 1R=1
fx) = f;f’(t)dt = fo ano(_l)ntzn dt =¥, (—1D" fo t* dt = ¥, 50(— )nznﬂ :

son rayon de convergence est le méme que celui de la série dérivée ie R=1.
Pour x= +1,0n obtient une série alternée convergente. Le domaine de convergence est
alors D, =[—1,1].0n déduit d’apreés le second lemme d’Abel :

— n
D D _ lim,_ f (x) = lim,_ arctanx = %.

n20 2n+1
2. 01pt
e (anjf =T e T 5 =
R e
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Corrigé du controle d’ Analyse III (L2-MATH)
Responsable du module :Z.NEDJRAOUI

_{)k
3. Olpt Le reste R, delasérie (alternée) ZanJrlﬁ

aki—1
1 _ . n .
|R,| < Tl < (10)73 pour n> 15. Le signe de R;s est le méme que celui de
son premier terme ( u;¢)qui est positif ainsi

Sic est une valeur approchée par défaut de lasomme S a (10) 3prés.

vérifie :

Exercice 03 : 10 pts
A. 02pts

1) La convergence simple : La convergence uniforme :

1
0 x>0 —)»0 0
My, 4eo £ ()= Stx = fus)» 0= IR

—00 six <0 pas de C.Uniforme sur [0, +oo[

) = <e™vx=a>0

2)

Y e =Y (e cv = f, 3 0sur [a,+oo[ Va > 0.
série géom. 0<gqg=e"%<1
B. 08pts
1) 01pt
(
si x>0 , e*<1 :Zun(x) cv
n=0
li Un+1 . —x ,
niToo " = 1 Six<O0, u, +oo=u, »0 :Zun(x) av
n n=0
. 1
six=0 un(0)=ﬁ,zun(0) cv
\ n=0

Alors D, =[0,+o[

2) 0.5pt Convergence Normale :

1
llun [l = supyzolun ()| = u, (0) = =, Xpollunll CV alors

Yo Un(x) CN donc CU sur D,.
3) 01,25pts

vn €N, u,(x) est continue sur D
i n(%) ¢ =2S(x)= X, 50U (x) est continue sur D,.
Yins0 Un (x) CU sur D, =

i, Ainsi limy_ o S(X) = LMy, ye Yoy Un (X) =
=Zn20 limx—>+ooun (x) =Zn21 0=0 et

. . 1 :
llmx_,o S(x) = llmx—>0 anl Un (0) = anl n2 ==

o
4) 02.5pts
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Corrigé du controle d’ Analyse III (L2-MATH)
Responsable du module :Z.NEDJRAOUI

Vx>0 v,(x)= u'n(x) = —# et w,(x) = v'n(x) =e ™
e—(n+1)x
VX >0 Ry() = Spomn Wi () = o = £,00).

On déduit la convergence uniforme de la série_);, > v, (x) sur[a, 4] Va >0 dou

d’apres le théoréme de convergence uniforme & dérivablité, on obtient:
i.  laconvergence uniforme de la série ), o v, (x) sur [a,+oo[ Va >0

ii. ladérivabilitéde la série )., v, (x) sur [a, +oo[ Va > 0 donc Vx > 0 et

e

W) = Bsg W (6) = Dpso v (6) = V() = = vx>0.

D’apres i. et le théoreme de convergence uniforme & dérivablité, sachant que v, (x) =

u', (x) on déduit la dérivabilité de la série Yo Un(X) Vx > 0et
V(X) = Yoo Vn(X) = Yoo () =5 (x) Vx>0 .

e —nx

( limyoi0 V(X)) = Xnso  limy iy — =0)
5) 01.5pts
V@) - V(@) = [V @dt= [F Sode= [0, 2 = (=) va> 0,vx >0
a a 1-e-t e™® 1-u 1-e@ !
limgie(V(X) — V(@) =  limg, i In (1:63) =In(l—e™)

D'ou Vx>0 V(x) =In(1—e*)=5"(x)
6) 0.5pts Vx > 0 S'(x) < 0 alors la fonction est strictement décroissante d’ou le

graphe de S.

3

S

-
»

7) 0.75pt

s - S@ = ['S'®dt = [FV(©dt = [* In(1 —eHdt= [, 20N

u
lim,,,,S(a) =0

* —In(l-w)du fe_x —In(1—u)du
—Jo

Mo (S = S(@)) = limgyo [,

u u

Ainsi : S(x) = fo‘f_ —‘l"“u‘“)d“

Question facultative :01pts

—in(1-u) 1

u u

e ™ —In(1—-u)du e ™ yn-1 e *u
f() T = fo ZnZlT du = ZnZl fo

n n—1
2n21u7=2n21u7 lul| <let.Vx >0, 0<e ™ <1 et

n—1 e X

du = Ynz —7 = S(%).

n

e ——
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